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一 .几何 学 的 研究 对 象 决 定 了 其 研究 方法 
包括 直观 实验 与 逻辑 推理 

数学 是 以 数量 关系 与 空间 形式 (“ 数 " 与 
“ 形 ” ) 为 主要 研究 对 象 的 科学 , 几何 学 是 其 中 
研究 “ 形 ” 的 分 支 . 形 者 , 几何 图 形 也 . 三 角形 、 
四 边 形 、 圆 ………… 是 平面 几何 图 形 , 柱 、 锥 、 台 、 
球 .… 是 立体 几何 图 形 . 

几何 图 形 最 初 来 自 客观 世界 中 物体 的 形 
状 , 但 它们 比 客观 原型 更 典型 、 更 纯粹 、 更 一 
般 . 例如 , 初 升 的 太阳 、 十 五 的 月 亮 , 水 中 的 波 
Se 都 能 给 人 以 圆 的 形象 , 而 几何 中 国 的 
定义 是 “到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 集合 ”， 
它 是 从 太阳 、 月 亮 、 波 纹 等 具体 的 实物 模型 中 
抽象 出 集中 刻画 圆 的 形状 特点 的 一 般 概念 . 

几何 图 形 可 以 直观 地 表示 出 来 , 人 们 认识 
图 形 的 初级 阶段 中 主要 依靠 形象 思维 ， 远古 
时 期 人 们 对 几何 图 形 的 认识 始 于 观察 , 测量 、 
比较 等 直观 实验 手段 , 现代 儿童 认识 几何 图 形 
亦 如 此 , 人 们 可 以 通过 直观 实验 了 解 几何 图 形 ， 
发 现 其 中 的 规律 . 然而 ,因为 几何 图 形 本 喘 具 
有 抽象 性 和 一 般 性 , 一 种 几何 概念 可 能 包含 无 
限 多 种 不 同 的 情形 , 例如 有 无 数 种 形状 不 同 的 
三 角形 . 对 一 种 几何 概念 所 包含 的 一 部 分 具体 
对 象 进行 直观 实验 所 得 到 的 认识 , 一 定 适合 
他 情况 吗 ? 这 是 直观 实验 回答 不 了 的 问题 . 因 
此 ,一般 地 , 研究 图 形 的 形状 、 大 小 和 位 置 关 系 
时 , 不 能 仅仅 依靠 直观 实验 的 方法 , 而 需要 具 
有 一 般 性 和 抽象 性 的 方法 , 其 中 包括 逻辑 推理 . 
从 几何 学 的 历史 可 以 看 出 , 人 们 认识 图 形 的 高 
级 阶段 中 主要 依靠 抽象 的 逻辑 思维 , 欧 几 里 得 
用 逮 辑 链条 将 对 图 形 零散 的 认识 编织 成 公理 
体系 , 是 几何 学 发 展 的 一 个 重要 的 里 程 碑 . 

如 果 没 有 逻辑 推理 , 那么 对 图 形 的 认识 将 











难以 深入 . 

举 个 初等 几何 的 简单 例子 . 测量 QO 中 的 
LBOC 和 LBAC (图 1), 可 以 发 现 LBOC = 
2ZB4C , 由 此 我 们 可 以 猜想 : 同 缴 上 的 圆心 
角 是 圆周 角 的 2 倍 . 


图 1 

不 断 改 变 图 1 中 点 4 在 圆 上 的 位 置 ， 虽 然 
对 每 一 情形 仍 可 验证 上 述 结论 , 但 是 我 们 还 没 
有 充足 的 理由 断言 上 述 猜想 正确 . 这 是 因为 弧 
BC 所 对 的 圆周 角 有 无 数 多 个 , 我 们 不 可 能 ， 
它们 全 部 一 一 测量 , 这 就 无 法 保证 弧 BC 所 对 
的 任何 一 个 圆周 角 的 大 小 都 是 圆心 角 和 人 BOC 
的 一 半 . 而 要 说 明 上 述 猜 想 是 真 命 古 , 必须 找 
到 不 依赖 直接 观测 的 方法 . 

考虑 到 圆周 角 的 边 与 直径 的 位 置 关系 只 
有 三 种 (图 2)， 针 对 每 种 情况 , 利用 已 经 证 实 
的 结论 (三 角形 的 一 个 外 角 等 于 与 它 不 相 邻 
的 两 个 内 和 角 的 和 ”、“ 等 腰 三 角形 的 底 角 相等 ”)， 
可 以 无 懈 可 击 地 ,合乎 逻辑 地 推出 CBOC = 
2LBAC, 这 种 方法 不 必 一 一 列举 点 4 在 圆 上 
的 每 个 具体 位 置 , 是 彻底 摆脱 实测 的 方法 . 由 
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图 2 
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此 可 见 , 与 直观 实验 相 比 , 逻辑 推理 要 更 严密 、 
更 深刻 ,更 一 般 化 , 从 而 是 更 高 级 的 研究 方法 . 

事实 上 , 如 果 只 停留 在 直观 实验 阶段 , 而 没 
有 逻辑 推理 , 那么 人 们 在 认识 几何 图 形 时 ， 即 
使 对 一 些 比较 明显 的 规律 也 不 能 作出 充分 证 
实 . 例如 , “三 角形 的 两 边 中 点 连 线 平行 于 第 三 
边 ” 这 个 看 似 简单 的 规律 是 不 能 通过 直观 实验 
证 明 的 , 因为 两 直线 无 限 长 , 怎么 能 实际 考察 
它们 是 否 永 不 相交 呢 ? 如 果 不 认识 几何 学 内 在 
的 逻辑 性 , 那么 只 能 有 限 地 认识 一 些 关于 图 形 
的 零散 表象 , 而 不 能 认识 在 图 形 背 后 蕴涵 的 许 
多 实质 性 内 容 . 

二 ,培养 逻辑 思维 能 力 是 几何 教学 的 重要 
目标 之 一 

为 什么 要 学 习 几 何 ? 为 什么 几何 是 中 学 数 
学 课程 中 的 重要 内 容 ? 

人 们 通过 学 习 几 何 可 以 认识 丰富 多 彩 的 几 
何 图 形 , 建立 与 发 展 空间 观念 , 掌握 必要 的 几 
何 知 识 , 培养 运用 这 些 知识 认识 世界 与 改造 世 
界 的 能 力 . 但 是 , 这 些 并 不 是 几何 学 的 全 部 教 
育 功 能 . 从 更 深层 次 看 , 学 习 几 何 学 的 一 个 更 
重要 的 作用 是 : 以 几何 图 形 为 载体 ,培养 逻辑 
思维 能 力 , 提 高 理性 思维 水 平 . 这 正 是 自古 希 
腊 开 始 几 何 教 学 一 直 倍 受 重 视 的 主要 原因 . 

从 实际 需要 看 , 一 个 普通 人 一 生 中 运用 几 
何 知 识 的 时 间 、 场合 , 要 比 他 应 该 运用 逻辑 思 
维 的 时 间 、 场 合 少 得 多 . 前 者 在 特定 的 环境 下 
发 生 , 而 后 者 经 常 地 、 普 遍地 出 现 , 它 的 作用 远 
比 前 者 大 得 多 . 一 个 人 学 过 几何 后 , 如 果 不 继 
续 从 事 与 数 学 关系 密切 的 学 习 或 工作 , 他 一 生 
中 有 可 能 很 少 甚至 不 会 用 到 某 个 几何 定理 , 但 
是 他 肯定 应 该 经 常 不 断 地 在 不 同 程度 上 使 用 
逻辑 推理 来 分 析 问 题 . 当然, 其 他 课程 也 可 以 
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3. 几何 学 的 研究 对 象 是 几何 图 形 , 结合 几 
何 图 形 , 利用 图 形 语 言 , 在 一 定 程 度 上 可 以 降 
低 认识 和 理解 逻辑 推理 的 难度 . 

数学 家 杨 乐 院士 说 : “凡是 从 事 数学 研究 
和 数学 教育 的 , 都 会 对 从 中 学 学 习 几 何 时 受到 
的 严格 的 逻辑 思维 训练 有 很 深 的 体会 , 似乎 很 
难 找 到 别 的 东西 来 代替 它 对 中 学 生 进 行 严格 
的 逻辑 思维 培养 .” 

数学 家 谷 超 豪 院士 说 : “数学 成 为 各 门 科 
学 可 靠 的 工具 , 也 正 因为 它 具 有 最 严谨、 最 严 
格 的 特性 . 因此 , 在 基础 教育 中 , 要 教会 学 生 在 
进行 运算 时 要 严格 地 遵循 运算 的 正确 法 则 , 而 
且 要 相当 熟练 , 不 引入 主观 脐 想 , 换 铅 话 说 , 要 
认 认真 真 地 、 正 确 地 做 计算 . 要 学 会 严格 推理 
困难 就 大 一 些 , 但 也 完全 是 必须 的 , 一定 要 逐 
步 使 学 生 适 应 这 种 严格 的 推理 方式 , 并 且 在 书 
写 上 能 反映 出 来 . 特别 是 在 几何 的 教学 上 , 一 
定 要 重视 这 种 逻辑 的 演绎 , 这 也 是 训练 远 辑 推 
理 能 力 的 有 效 方法 , 是 要 重视 几何 教学 的 一 个 
原因 .” 

调查 表明 , 不 仅 从 事 数 学 研究 与 数学 教育 
的 人 有 上 述 看 法 , 在 接受 过 中 学 教育 的 人 中 持 
这 种 观点 的 也 大 有 人 在 . 长 期 的 教学 实践 证 明 : 
几何 学 的 教育 功能 中 最 有 魅力 之 处 , 恰恰 在 于 
它 可 以 在 培养 远 辑 思维 能 力 方面 独 领 风骚. 

按照 人 的 一 般 认 知 规 律 , 认识 几何 图 形 的 
过 程 ， 也 是 从 具体 到 抽象 ， 从 简单 到 复杂 ， 从 
特殊 到 一 般 , 从 感性 到 理性 的 过 程 . 根据 教育 
心理 学 的 规律 可 知 , 一 般 说 初中 学 生 多 处 于 认 
识 方 法 发 生 升华 的 阶段 , 他 们 对 事物 的 认识 已 
不 满足 于 表面 的 、 孤立 的 层次 , 而 有 了 向 更 深层 
次 发 展 的 要 求 , 即 向 往 “ 由 此 及 彼 , 由 表 及 里 ”的 
思维 方式 .从 几何 教学 的 内 容 看 , 学 生 们 从 小 











培养 学 生 的 逻辑 思维 能 力 , 学 习 几 何 学 并 不 是 
实现 此 目的 之 惟一 途径 . 但 是 , 长 期 以 来 几何 
学 被 普遍 认为 是 适合 培养 逻辑 思维 能 力 的 绝 
好 课程 , 这 是 客观 事实 . 形成 这 种 状况 的 原因 
主要 有 : 

1. 几何 学 的 历史 悠久 , 学 科 体 系 成 熟 ; 

2. 几何 学 体系 的 逻辑 性 特点 格外 突出 ; 


学 开始 已 经 通过 直观 实验 这 种 主要 方式 学 习 
了 基础 的 图 形 知 识 , 在 他 们 的 头脑 中 已 经 积累 
了 一 定 的 关于 图 形 的 感性 认识 , 在 初中 阶段 应 
该 更 深入 地 在 “为 什么 ”的 层面 上 认识 图 形 . 显 
然 , 单纯 的 直观 实验 这 种 学 习 方式 已 经 不 适应 
继续 深入 学 习 的 需要 , 因为 这 种 方式 难以 真正 
从 道理 上 对 图 形 规律 进行 解释 , 而 逻辑 推理 的 
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方式 才能 担 此 重任 . 因此 , 从 “实验 几何 ”向 “ 推 
理 几 何 ” 的 过 渡 成 为 初中 几何 教学 必须 面 对 的 
问题 , 培养 逻辑 推理 能 力 成 为 初中 几何 教学 必 
须 实现 的 教学 目标 . 

在 初中 几何 教学 中 , 应 通过 哪些 方式 培养 
逻辑 思维 能 力 ? 对 三 段 论 形式 的 证 明 格式 等 
应 把 握 到 什么 程度 ? 在 数学 教育 界 曾 对 这 些 
问题 有 过 许多 讨论 . 

很 多 人 认为 : 几何 学 中 的 逻辑 性 在 教学 中 
是 一 把 双 刃 剑 , 一 方面 它 能 激发 一 些 学 生 对 数 
学 的 浓厚 兴趣 , 使 他 们 的 逻辑 思维 能 力 得 到 提 
高 ; 男 一 方面 它 又 使 一 些 学 生 感 到 数学 难 学 ， 
甚至 由 发难 发 展 到 大 学 . 

由 于 学 生 个 体 存 在 差异 , 加 上 某 些 教学 中 
存在 过 分 强调 证 题 技巧 , 题目 难度 过 大 , 而 对 逻 
辑 推理 中 真正 的 思想 实质 缺乏 分 析 与 揭示 等 ， 
上 上 述 两 极 分 化 现象 确实 有 一 定 普遍 性 ， 然而， 
解决 两 极 分 化 现象 并 不 能 以 降低 甚至 牺牲 逻 
辑 思维 能 力 培养 为 代价 , 而 应 该 寻找 有 针对 性 
的 化 消极 为 积极 的 方法 (例如 探索 低 起 点 的 推 
理 证 明教 学 方法 ), 在 深入 浅 出 方面 下 工夫 . 逻 
辑 推 理 这 种 思维 活动 , 离 不 开 三 段 论 . 几何 图 
形 问题 的 证 明 , 可 以 用 简明 的 形式 表达 其 中 的 
逻辑 关系 , 这 在 教学 中 是 必 不 可 少 的 . 对 于 “证 
明 形式 何 时 出 现 "、“ 问 题 难 度 达 到 何 种 程度 ”、 
“学 生 通 过 何 样 途径 学 习 几 何 证 明 ” 等 , 应 结合 
教学 实际 认真 研究 . 

三 、 几何 教学 中 直观 实验 与 逻辑 推理 的 关 
系 

人 们 认识 几何 图 形 既 需 要 形象 思维 , 又 需 
要 抽象 思维 , 两 者 相辅相成 , 缺 一 不 可 .虽然 
我 们 强调 几何 教学 中 逻辑 推理 的 重要 性 , 但 是 
并 不 排斥 直观 实验 .直观 实验 是 初级 认识 手 
段 , 逻辑 推理 是 高 级 认识 手段 .“ 看 一 看 、“ 量 
一 量 ”、“ 做 一 做 "等 直观 实验 活动 在 几何 学 习 
的 初始 阶段 的 重要 性 尤为 突出 , 即使 在 推理 几 
何 阶段 的 学 习 中 , 直观 实验 也 具有 重要 的 辅助 
作用 , 人 们 常 借助 某 些 直观 特例 来 发 现 一 般 规 
律 ,探寻 证 明 思 路 、 理解 抽象 内 容 , 有 时 直观 实 
验 与 逻辑 推理 是 交替 进行 的 . 
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由 于 信息 技术 的 发 展 与 普及 , 直观 实验 手 
段 在 教学 中 日 益 增加 ， 有 些 学 校 还 建立 了 “ 数 
学 实验 室 ”, 这 些 对 于 几何 学 的 学 习 起 到 积极 
作用 . 随 着 教学 研究 的 不 断 深入 , 直观 实验 会 
在 启发 诱导 、 化 难为 易 、 检验 猜想 等 方面 进 一 
步 大 显 身 手 . 但 是 , 直观 实验 终归 是 数学 学 习 
的 辅助 手段 , 数学 毕 竞 不 是 实验 科学 , 它 不 能 
象 物理 , 化学、 生物 等 学 科 那 样 最 后 通过 实验 
来 确定 结论 . 实验 几何 只 是 学 习 几 何 学 的 前 奏 
曲 或 第 一 乐章 , 后 面 的 乐曲 建立 在 理性 思维 基 
础 上 , 逻辑 推理 是 把 演奏 推 向 高 潮 的 主要 手段 . 

有 些 关 于 图 形 的 结论 , 是 在 实验 几何 阶段 
通过 直观 实验 认识 的 , 学 生 已 经 接受 了 这 些 知 
识 , 对 于 它们 是 否 还 一 定 要 在 后 面 的 学 习 中 再 
通过 逻辑 推理 来 认识 呢 ? 

对 上 面 问题 的 答复 应 该 是 : 在 一 般 教 学 中 ， 
不 需要 对 于 所 有 这 样 的 知识 都 重新 通过 逻辑 推 
理 进行 证 明 , 例如 , 对 于 教学 中 作为 推理 的 原 
始 根据 (公理 ) 的 结论 ,就 不 可 能 也 无 必要 进行 
证 明 . 但 是 根据 教学 内 容 的 扩展 与 深化 和 学 生 
认 知 发 展 的 需要 , 应 指出 对 于 某 些 结论 我 们 只 
是 验证 过 而 它们 是 可 以 证 明 的 , 也 有 一 些 结论 
确 有 必要 重新 通过 逻辑 推理 进行 证 明 , 以 加 深 
对 其 认识 . 例如 ,“ 三 角形 内 角 和 等 于 180” ”是 
学 生 在 小 学 阶段 已 经 通过 直观 实验 认识 过 的 知 
识 , 但 当时 只 是 初步 了 解 它 , 认识 方式 是 度量 
检验 了 若干 个 三 角形 的 内 和 角 , 这 种 方式 只 是 验 
证 而 不 是 证 明 , 当时 是 教科 书 和 教师 直接 告诉 
学 生 这 个 结论 对 于 任何 三 角形 都 成 立 , 并 没有 
说 明理 由 . 在 初中 的 教学 中 , 一 方面 随 着 平行 
线 的 性 质 等 新 知识 的 学 习 , 学 生 已 经 具备 了 证 
明 这 个 结论 的 知识 基础 ; 另 一 方面 通过 讨论 它 
的 证 明 , 不 仅 可 以 体会 平行 线 的 性 质 在 分 析 问 
题 中 的 应 用 , 而 且 可 以 感受 证 明 的 必要 性 , 进 
一 步 从 道理 上 加 深 对 这 个 重要 定理 的 一 般 性 
的 认识 . 因此 , 就 有 必要 安排 推导 这 一 定理 的 
教学 , 这 也 是 认识 上 的 螺旋 式 上 升 . 人 教 版 初 
中 数学 课 标 实验 教材 中 安排 了 如 下 一 段 阅 读 
材料 , 它 有 助 于 对 以 上 问题 的 思考 . 
李 老 师 与 小 明 的 对 话 
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李 老 师 : 小 明 , 为 什么 说 “三 角形 内 角 和 等 
于 180°”? 

小 明 : 因为 我 们 观察 任意 一 个 三 角形 并 量 
出 它 的 内 角 时 ， 都 能 得 出 它 的 内 角 和 等 于 
180°. 

李 老师 : 通过 观察 、 实验 等 可 以 寻找 规律 ， 
但 是 由 于 观察 可 能 有 误差 , 实验 可 能 受 干扰 ， 
考察 对 象 可 能 不 具 一 般 性 等 原因 , 一 般 说 由 观 
察 ,实验 等 所 产生 的 “结论 ”未 必 正 确 . 例如 , 让 
一 个 班 的 学 生 每 人 任意 画 一 个 三 角形 , 再 量 出 
它 的 每 个 内 角 , 计算 三 个 内 角 的 和 , 得 到 的 结 
果 未 必 全 是 180°, 可 能 有 的 会 比 180° 大 些 , 有 
的 会 比 180° 小 些 . 

小 明 : 如 果 观 察 细 致 , 仪器 精确 , 不 产生 误 
差 , 那么 依靠 这 些 就 能 确定 结论 吗 ? 

李 老 师 : 在 几何 中 仅 通过 观察 、 实验 等 就 下 
结论 缺乏 说 服 力 . 例如 , 即使 不 考虑 误差 等 因 
素 , 当 上 面 观察 的 所 有 结果 全 是 180? 时 , 人 们 
还 会 有 疑问 :“ 不 同形 状 的 三 角形 有 无 数 个 , 我 
们 画 出 并 验证 的 只 是 其 中 有 限 个 , 其 余 的 三 角 
形 的 内 角 和 是 多 少 呢 ? 你 能 对 所 有 三 角形 都 进 
行 验证 吗 ?” 事实 上 , 不 管 我 们 经 历 多 长 时 间 ， 
画 出 多 少 个 三 角形 , 观察 、 实验 的 对 象 也 是 有 
限 个 , 所 以 难以 证 明 任意 一 个 三 角形 的 内 角 和 
等 于 180°. 

小 明 : 那 就 没有 方法 能 证 明 这 个 结论 了 
吗 ? 

李 老师 : 有 的 , 要 确认 “三 角形 内 角 和 等 于 
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有 一 种 说 法 : 直观 实验 培养 发 现 能 力 和 创 
新 精神 , 逻辑 推理 培养 逻辑 思维 能 力 和 严谨 性 ， 
但 对 培养 创新 精神 作用 不 天， 这 种 说 法 正确 
吗 ? 

直观 实验 确实 可 以 启发 人 们 发 现 新 事物 ， 
但 是 创新 不 能 仅仅 停留 在 这 个 层次 上 , 而 需要 
在 此 基础 上 进行 科学 的 思考 ,探究 、 论 证, 这 就 
需要 逻辑 思维 , 否则 无 法 实现 真正 的 创新 . 有 
一 个 流传 很 久 的 故事 : 牛顿 见 到 苹果 从 树 上 掉 
在 地 上 , 才 受 到 启发 发 现 了 万 有 引力 定律 . 如 
果 把 苹果 落地 看 作 直 观 实验 , 这 个 故事 给 人 的 
印象 似乎 是 直观 实验 对 创新 起 了 主要 作用 . 但 
是 认真 考虑 它 , 你 会 发 现 故 事 背 后 隐 含 了 人 逻辑 
思维 对 创新 所 起 的 关键 作用 .实际 上 物体 下 
落 是 无 数 人 司空 见 惯 的 现象 , 由 它 引 发 重大 发 
现 的 关键 , 在 于 牛顿 在 观察 现象 之 后 进行 了 合 
乎 逻辑 的 思考 : 为 什么 物体 会 垂直 下 落 ? 因为 
有 向 下 的 力作 用 于 它 ; 地 球 上 各 处 的 物体 为 什 
么 都 有 这 种 性 质 ” 因为 它们 都 受到 指向 地 球 
中 心 的 力 ; 这 些 力 是 谁 给 的 ? 是 地 球 ;……… 
一 系列 因果 关系 的 思考 , 导致 进一步 的 实验 检 
验 , 又 引发 更 深层 的 思考 ………… 终于 产生 了 新 
的 科学 成 果 . 

几何 学 培养 逻辑 思维 能 力 的 过 程 , 是 逐步 
深入 地 引导 学 生 合 乎 逻辑 地 思考 的 过 程 . 科学 
的 思考 方法 和 习惯 , 使 人 能 更 好 地 透 过 现象 抓 
住 本 质 , 提高 思维 效率 . 这 些 有 利于 创新 能 力 
的 培养 . 逻辑 思维 能 力 强 的 人 考虑 问题 的 思路 

















180°”, 就 不 能 仅 依靠 度量 角度 的 手段 和 观察 、 
验证 的 方法 ， 而 必须 还 要 进行 推理 论证 一 从 
理论 上 理由 充足 ,无懈可击 地 得 出 “无 论 三 角形 
的 具体 形状 如 何 , 它 的 内 角 和 一 定 等 于 180°”. 

小 明 : 究竟 什么 是 几何 中 的 证 明 ? 它 起 什 
么 作用 ? 

李 老 师 : 简单 地 说 , 一 个 几何 命题 是 否 正 
确 , 需要 经 过 合乎 逻辑 的 推理 论证 才能 得 出 结 
论 , 这 样 的 推理 论证 过 程 叫做 几何 证 明 . 观察 、 
实验 等 是 发 现 规律 的 重要 途径 , 证 明 则 是 确定 
结论 的 必要 步 又 . 下 面 我 们 讨论 怎样 证 明 “ 三 
角形 内 角 和 等 于 180?”( 略 ). 





应 更 清晰 、 更 合理 、 更 简洁 , 这 不 会 成 为 条 条 框 
框 而 妨碍 创新 , 反而 有 助 于 创新 . 反之 , 缺乏 科 
学 的 思考 方法 和 习惯 , 逻辑 性 不 强 , 会 影响 创 
新 . 当然 , 在 创新 的 过 程 中 人 们 是 逐步 探索 的 ， 
并 不 是 一 步 就 彻底 解决 问题 的 ; 但 是 , 这 样 的 
探索 与 逻辑 思维 并 不 矛盾 . 培养 学 生 探究 式 学 
习 能 力 , 并 非 让 他 们 “自由 发 散 ”, 而 是 引导 他 
们 “科学 发 散 ”, 即 有 目的 地 用 科学 的 思维 方法 
进行 探究 . 因此 不 必 担 心 逻辑 推理 会 限制 学 生 
的 创新 精神 . 

数学 的 创造 性 不 能 没有 逻辑 思维 , 学 习 数 
学 可 以 帮助 养 成 理性 思考 的 习惯 ， 数学 并 不 
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是 公式 的 堆 人 又 , 也 不 是 图 形 的 汇集 ,数学 有 逻 
辑 性 很 强 的 体系 ， 假 如 把 数学 当 作 图 形 集成 
或 公式 汇编 看 待 , 忽视 其 方法 和 构造 ,那么 数 
学 不 但 不 成 为 一 种 武器 , 甚至 会 成 为 有 害 的 东 
西 一 例如 将 数学 机 械 地 乱用 , 得 出 不 合理 的 
结果 .几何 教学 重视 逻辑 推理 , 即 逐 步 让 学 生 
学 会 理性 思维 . 数学 不 是 只 强调 计算 与 规则 的 
课程 , 而 是 讲 道理 的 课程 . 培养 与 运用 逻辑 思 
维 , 并 不 是 不 顾及 学 生 的 可 接受 性 一 味 地 片面 
强调 推理 的 严密 和 体系 的 完整 , 而 是 既 要 体现 
逻辑 推理 的 作用 ， 又 不 片面 夸大 它 . 几何 的 教 
学 体系 有 别 于 几何 的 科学 体系 , 在 几何 教学 中 ， 
讲 道理 并 不 完全 等 同 于 纯粹 的 形式 证 明 , 几何 
教学 培养 逻辑 思维 能 力 同样 要 有 的 放 矢 , 循序 
渐进 , 从 直观 到 抽象 , 从 简单 到 复杂 :…………… 

总 之 , 中 学 几何 教学 需要 直观 实验 , 但 是 不 
能 只 有 它 而 没有 逻辑 推理 , 应 处 理 好 两 者 的 关 
系 , 注意 做 好 从 前 者 到 后 者 的 过 渡 , 使 学 生 的 
思维 水 平 得 到 应 有 的 发 展 . 当然 , 几何 学 对 于 
人 的 培养 绝 不 限于 逻辑 思维 , 还 有 直观 思维 、 
应 用 能 力 等 , 它们 都 是 很 重要 的 . 

四 、 人 教 版 初中 数学 (几何 部 分 ) 教 材 对 如 
何 培养 逻辑 思维 能 力 的 设计 

人 民 教 育 出 版 社 出 版 的 初中 数学 课 标 实 
验 教科 书 ( 林 群 主编 ) 对 于 培养 逻辑 推理 能 
作 了 认真 的 考虑 和 精心 的 设计 , 整套 教科 书 按 
照 "说 点 儿 理 "、“ 说 理 "、“ 简 单 推理 "、“ 符 号 表 
示 推 理 ” 四 个 不 同 层次 , 分 阶段 逐步 加 深 地 提 
高 对 逻辑 推理 能 力 的 要 求 , 循序 渐进 地 发 展 学 
生 的 逻辑 推理 能 力 . 

在 这 套 教科 书 的 几何 部 分 , 七 年 级 上 、 下 
两 册 中 包括 “图 形 认识 初步 、“ 相 交 线 与 平行 
线 "、“ 平 面 直 角 坐 标 系 ”、“ 三 角形 ”( 不 包括 全 
等 形 的 内 容 ) 等 章 ， 学 生 学 习 这 些 内 容 时 , 要 
先后 经 历 “ 说 点 儿 理 "、“ 说 理 "、“ 简 单 推理 ” 几 
个 层次 , 教科 书 有 意识 地 逐步 强化 关于 推理 的 
初步 训练 , 主要 做 法 是 在 问题 的 分 析 中 强调 求 
解 过 程 所 依据 的 道理 , 体现 事 出 有 因 、 言 之 有 
据 的 思维 习惯 . 

在 八 年 级 上 册 的 “全 等 三 角形 "这 章 中 , 开 











2005 年 第 6 期 
始 正 式 出 现 证 明 (开始 阶段 难度 不 超过 包含 两 
个 三 段 论 的 简化 形式 ), 即 进入 较 完 整 的 “符号 
表示 推理 "层次 . 经 过 调查 研究 , 我 们 认为 从 知 
识 内 容 和 学 生年 龄 两 方面 看 , 这 时 比较 适宜 学 
习 以 正 规 书写 格式 表示 推理 证 明 . 为 作 好 由 实 
验 几 何 到 论证 几何 的 过 渡 , 教材 注意 逐步 引导 
学 生 认识 逻辑 推理 的 必要 性 (例如, 设计 “阅读 
与 思考 ” 李 老 师 与 小 明 的 对 话 ” 等 内 容 ). 

从 教材 中 正式 出 现 推理 证 明 后 , 后 续 内 容 
注意 一以贯之 ， 即 在 " 轴 对 称 `、 “四 边 形 ”… 
“相似 “旋转 、“ 圆 "等 内 容 中 , 都 注意 适当 
体现 推理 证 明 的 作用 , 安排 一 定数 量 的 例题 和 
习题 , 使 对 推理 论证 的 要 求 保持 到 必要 的 高 度 ， 
把 “图 形 的 认识 "、“ 图 形 与 变换 "、“ 图 形 与 坐 
标 ” 与 “图 形 与 推理 "有 机 结合 ,， 从 不 同 角 度 加 
深 对 图 形 的 认识 , 避免 单纯 的 简单 直观 实验 . 
例如 , 对 于 相似 三 角形 的 判定 定理 , 教材 按照 
先 通过 度量 手段 探究 , 得 出 猜想 , 再 分 析 证 明 
猜想 的 思路 , 完成 定理 证 明 , 从 而 肯定 猜想 并 
运用 其 进行 判定 的 线索 展开 , 而 不 是 采取 仅仅 
经 过 简单 验证 就 直接 给 出 结论 的 处 理 方式 . 

教材 的 编写 者 认为 : 对 于 推理 能 力 的 培养 ， 
不 应 片面 地 理解 为 仅 是 会 按 三 段 论 的 格式 书写 
证 明 过 程 , 而 应 更 关注 感悟 推理 的 必要 性 , 养 成 
良好 的 推理 习惯 和 掌握 科学 的 推理 方法 , 即 体 
会 为 什么 要 推理 , 理解 推理 的 一 般 思路 和 步 又 ， 
能 在 需要 推理 时 合乎 逻辑 地 进行 思考 , 这 样 才 
能 逐步 深化 地 发 展 理性 思维 . 因此 , 教材 应 特 
别 关 注 在 分 析 问 题 方面 下 工夫 , 把 思想 方法 渗 
透 于 具体 问题 之 中 , 把 逻辑 推理 的 必要 性 和 一 
般 方法 渗透 于 具体 问题 之 中 . 教材 的 编写 者 还 
认为 : 对 于 推理 能 力 的 培养 应 不 拘泥 于 单纯 的 
三 段 论 推 理 形式 , 也 不 局 限于 几何 部 分 , 而 应 
结合 各 部 分 内 容 中 适宜 的 内 容 自然 地 进行 . 例 
如 , 这 套 教材 中 第 一 次 出 现 反 证 法 的 思想 , 是 
在 用 方程 探究 实际 问题 (属于 代数 的 内 容 ) 的 过 
程 时 , 当时 只 是 隐 含 与 渗透 这 种 思想 , 但 这 样 
处 理解 决 了 一 个 实际 问题 , 反映 了 方程 的 应 用 ， 
体现 一 种 思考 方法 , 同时 也 为 后 面 正式 学 习 反 
证 法 作 了 前 期 铺垫 . 
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有 关 几 何 课程 的 霹 干 基本 问题 
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从 二 十 世纪 初 的 贝 利 一 克 莱 因 运动 开始 ， 
几何 课程 始终 是 中 小 学 数学 课程 改革 的 焦点 . 
从 以 往 几 何 课程 改革 的 教训 看 , 在 构建 几何 课 
程 时 , 需要 考虑 以 下 几 个 关键 的 问题 : 

一 、 公 理 的 组 织 问 题 

这 是 历次 几何 课程 改革 的 争论 焦点 . 笔者 
同意 下 面 的 观点 : 

首先 , 应 该 肯定 公理 化 思想 方法 的 重要 性 . 
公理 不 仅 被 运用 于 数学 本 身 , 也 运用 于 数学 的 
应 用 方面 . 一 个 公理 结构 不 再 是 已 经 详细 描述 
的 领域 的 后 验 的 组 织 ,而 相反 , 它 是 从 数学 活 
动 中 提取 出 定义 和 探索 在 数学 及 其 应 用 领域 
中 出 现 的 结构 的 最 重要 的 方法 之 一 . 因此 , 向 
学 生 传授 这 种 方法 不 应 从 数学 教育 中 取消 . 而 
且 , 在 演绎 系统 中 方法 论 立场 的 明确 性 有 利于 
推理 的 学 习 和 发 展 精密 思维 . 最 重要 的 是 它 有 
利于 把 物理 一 具体 环境 和 它 的 模型 准确 地 分 
开 , 并 且 在 某 种 意义 上 , 没有 别 的 途径 可 供 选 
择 以 把 现实 模型 同 数学 理论 分 开 来 , 从 而 消除 
可 能 产生 的 误解 或 者 混淆 不 清 . 

其 次 , 教学 实验 表明 , 几何 学 习 的 困难 与 
否 不 在 于 公理 本 身 ( 实 际 上 , 大 多 数 公理 都 是 
一 些 明显 的 事实 ), 而 取决 于 由 它 所 产生 的 理 
论 体 系 的 深度 .“ 新 数 " 运 动 时 期 许多 国家 的 实 
验 已 经 证 明 : 如 果 通 过 小 心地 选择 教学 方法 去 
介绍 , 那么 几何 的 公理 途径 对 12 岁 和 13 岁 以 
上 的 学 生来 说 是 可 以 达到 的 . 特别 是 如 果 所 选 
择 的 公理 系统 不 是 以 随便 的 方式 突然 降临 到 学 
生 的 头 上 , 而 是 在 教师 的 分 别 指导 下 精心 地 分 
成 一 个 一 个 小 的 部 分 . 同时 , 对 普通 教师 来 说 ， 
以 固定 的 形式 来 组 织 几何 是 比较 容易 的 . 它 所 
引起 的 数学 方面 和 教育 学 方面 的 错误 远 较 基 
于 由 学 生 自 发 探索 的 教育 为 少 . 它 的 连贯 性 和 








整体 性 也 避免 了 零碎 的 、 没有 统一 的 、 基本 结 
构 的 学 习 . 癌 

如 果 同 意 上 述 观 点 的 话 , 那么 , 一 个 关键 
的 问题 就 是 如 何以 及 什么 时 候 建 立 公理 体系 
的 问题 . 这 是 教学 法 上 至 今 未 解决 的 难题 . 在 
一 开始 就 引入 严格 的 公理 系统 看 来 是 不 妥当 
的 , 这 种 做 法 对 低 年 级 的 学 生来 说 既 无 必要 又 
欠 可 能 , 只 会 使 学 生 觉得 课程 的 上 涩 , 而 限制 
了 学 生 必 要 的 自由 思维 . 在 处 理 这 个 问题 的 各 
种 探索 中 , 有 两 种 方法 值得 注意 : 其 一 是 立足 
于 通俗 化 了 的 欧 氏 公理 系统 , 不 追求 其 完备 性 
和 最 简 性 , 用 直观 显 见 性 代替 某 些 未 列 入 的 公 
理 , 同时 把 公理 的 产生 (经 验 、 直观 认识 ) 同 它 
们 的 逻辑 功能 区 分 开 来 . 其 二 是 在 开始 阶段 采 
取 所 谓 “局 部 组 织 " 的 途径 , 没有 任何 形式 的 要 
求 , 也 不 预先 给 出 任何 公理 系统 , 而 是 通过 对 
几何 知识 和 几何 活动 的 局 部 组 织 来 发 展 学 生 
的 几何 概念 和 推理 , 并 在 适当 的 时 候 向 学 生 解 
释 几 何 的 逻辑 结构 , 说 明 进一步 的 推理 只 能 运 
用 已 经 建立 的 概念 和 定理 . 这 种 局 部 的 组 织 创 
造 有 利于 由 学 生 自己 来 做 数学 化 的 工作 , 有 利 
于 逐步 地 获得 接近 于 日 常 推理 的 那 种 推理 . 当 
然 , 在 学 习 的 最 后 阶段 (如初 三 ) 还 应 该 让 学 生 
有 机 会 重新 讨论 建立 基本 概念 和 公理 集合 的 
必要 性 以 及 该 集合 最 简 的 可 能 性 , 以 便 形成 对 
公理 化 思想 的 比较 完整 的 认识 . 

不 管用 哪 种 方法 , 有 一 点 是 肯定 的 , 那 就 
是 , 不 能 把 任何 形式 的 公理 系统 当 作 一 个 现成 
的 、 价 化 的 事实 教 给 学 生 . 对 此 , 弗 赖 登 塔 尔 早 
就 有 过 精辟 的 观点 , 他 把 为 了 运用 到 几何 教育 
中 而 精心 组 织 的 整体 公理 系统 和 向 量 的 公理 
加 以 比较 , 作出 评论 说 :加 

“我 反对 这 样 的 公理 系统 , 并 不 是 因为 它 的 
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复杂 性 , 而 是 因为 向 学 生 提 出 的 方式 . 他 们 必 
须 运 用 它 来 进行 机 械 的 演绎 一 -我 认为 这 是 一 
种 坚 无 价值 而 应 认真 加 以 排斥 的 活动 . 和 这 样 
的 系统 有 关 的 基本 活动 是 保留 给 大 纲 的 作者 
作 如 下 的 处 理 : 首先 以 整体 的 方式 把 预定 要 进 
行 公理 化 的 几何 材料 加 以 组 织 , 然后 切断 所 得 
的 公理 系统 和 被 组 织 的 材料 的 联系 , 而 在 实现 
了 公理 系统 的 各 个 方面 后 , 最 后 恢复 这 种 联系 . 
如 果 不 允 许 学 生 自 己 来 完成 所 有 这 些 活动 , 这 
样 的 几何 公理 , 作为 教育 的 对 象 , 是 缺乏 意义 
的 ” 

二 、 几何 课程 的 现代 处 理 问 题 

1. 课 程 的 统一 化 

几何 的 孤立 性 是 传统 几何 课程 饱 受 批评 的 
重要 原因 之 一 . 从 “新 数 " 运 动 提倡 统一 数学 课 
程 以 来 , 许多 国家 已 不 再 有 独立 的 几何 课程 , 几 

















者 认为 , 应 该 借鉴 前 苏联 的 改革 经 验 . 他 们 在 
总 结 "新 数 "运动 的 教训 时 得 出 的 结论 是 : 最 好 
把 几何 作为 一 门 独立 的 课程 结构 内 的 一 个 系 
统 来 学 习 , 这 比 把 几何 与 其 他 数学 科目 一 起 放 
在 一 个 单一 的 课程 中 要 好 .， 把 代数 和 几何 放 
在 一 个 合并 起 来 的 课程 中 学 习 的 考虑 通常 出 
自 对 数学 的 统一 性 的 需要 和 建立 数学 的 科目 
之 间 的 必要 联系 的 需要 . 但是， 人们 相信 , 数 
学 的 统一 性 的 本 质 存 在 于 它 的 方法 之 中 , 并 且 
学 生 只 能 对 它 有 一 个 初步 的 了 解 . 与 人 为 地 强 
化 一 些 联系 相 比 , 系统 地 .一步 一 步 地 表述 几 
何 的 教材 更 加 有 利于 对 逻辑 方法 的 理解 . 换 句 
话说 , 从 更 好 地 获得 对 数学 本 质 的 理解 的 观点 
看 , 几何 教材 内 部 的 逻辑 联系 比 起 几何 与 代数 
的 零碎 的 联系 , 能 起 到 更 为 重要 的 作用 . 当然 ， 
这 并 不 意味 着 轻视 几何 同 代数 的 联系 . 恰恰 相 
反 , 在 注意 到 上 述 次 序 的 前 提 下 , 考虑 这 种 联 
系 会 是 很 有 用 处 的 四. 

2. 几 何 变换 的 作用 

从 ICMI 的 研究 加 看, 目前 世界 各 国 几 何 课 
程 的 一 个 普遍 现象 是 : 特别 重视 变换 和 对 称 的 
思想 , 许多 国家 从 小 学 一 年 级 开始 就 涉及 各 种 
几何 变换 和 对 称 性 . 相 比 之 下 , 我 国 的 几何 课 
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程 在 这 方面 显得 非常 薄弱 , 因此, 我国 未 来 几 
何 课程 设计 的 一 个 重要 方向 就 是 强调 几何 变 
换 的 作用 . 

但 是 ,“ 新 数 "运动 的 经 验 教 训 也 表明 ， 对 
几何 变换 的 处 理 必须 把 握 好 “ 度 " 的 问题 . 特别 
是 在 教学 的 最 初 阶段 运用 几何 变换 , 如 果 只 是 
采用 非 正 式 的 片断 性 的 课程 , 同时 研究 某 些 几 
何 定理 和 公式 , 那么 , 这 是 可 以 得 到 赞同 的 . 但 
是 , 一 开始 就 基于 几何 变换 的 一 套 严 格 的 、 系 
统 的 课程 在 各 国 的 实验 中 则 始终 没有 成 功 过 ， 
其 原因 一 方面 是 这 种 课程 需要 一 个 很 高 的 理 
论 概括 水 平 , 超出 了 学 校 儿 童 的 理解 力 所 能 实 
现 的 范围 ; 另 一 方面 , 则 是 由 于 它 缺 乏 一 套 理 
想 的 习题 集 . 

实际 上 , 波 利 亚 (1971) 早 就 在 他 的 著作 中 
讨论 过 这 个 问题 , 并 且 揭 示 了 启发 式 研究 在 寻 
求解 题 方法 中 的 作用 . 人 们 熟悉 的 和 很 不 熟悉 
的 两 方面 的 启发 式 研究 , 形成 了 属于 传统 的 几 
何 课程 的 一 组 古典 问题 的 无 形 的 核心 . 基于 经 
验 , 几 代 教 师 , 历经 几 十 年 , 选 出 了 这 些 题 目 , 并 
按 完美 的 次 序 把 它们 编排 出 来 , 从 而 创造 出 了 
有 效 的 ,但 未 能 被 人 们 注意 的 几何 教学 法 . 正 
是 由 于 这 些 特点 , 以 传统 模式 进行 的 几何 教学 ， 
被 证 明 是 如 此 的 成 功 . 然而 , 事实 证 明 , 老 的 习 
题 集 对 新 的 定理 证 明 方法 是 不 适宜 的 , 因为 新 
的 方法 需要 新 的 习题 、 新 的 习题 体系 和 新 的 启 
发 式 方法 , 而 要 搞 出 一 套 新 的 习题 并 使 之 达到 
所 要 求 的 水 平 则 是 非常 困难 的 , 甚至 是 不 可 能 
的 , 这 不 只 是 经 验 和 时 间 的 问题 . 事实 上 , 对 一 
个 证 明 进 行 启发 式 探讨 , 只 有 在 它 的 每 一 步 又 
都 容易 实现 的 条 件 下 , 才 有 可 能 . 要 使 学 生 在 
寻求 一 个 证 明 的 下 一 个 步骤 的 尝试 上 , 具有 多 
样 性 并 能 获得 成 功 , 也 只 有 在 他 能 容易 地 看 出 
这 一 步 时 才 会 实现 . 

3. 几何 的 向 量 结构 

目前 一 个 普遍 的 观点 是 , 向 量 空间 是 对 传 
统 几 何 进行 现代 处 理 的 一 条 最 有 效 的 途径 , 其 
理由 可 以 归纳 如 下 : (1) 作为 一 个 数学 模型 , 向 
量 空 间 在 物理 学 中 是 有 用 的 , 在 那里 , 整 门 学 
科 例 如 热力 学 把 仿 射 几何 当 作 工 具 来 使 用 ; (2) 
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从 教育 学 的 观点 来 说 , 向 量 结构 可 以 用 比 度量 
几何 更 为 简单 的 方法 加 以 介绍 . 由 于 在 向 量 空 
间 中 , 要 遵守 的 规定 的 数量 比 欧 氏 几 何 的 少 , 这 
就 便于 局 限 在 它们 的 范围 内 , 并 且 不 根据 物理 
的 直觉 进行 无 意识 的 演绎 ; (3) 几何 的 向 量 结 
构 提供 接近 实数 和 一 般 向 量 空 E 间 构造 的 最 有 
效 的 .最 明白 而 坚实 的 途径 . 

因此 , 许多 国家 倾向 于 确认 这 种 几何 教学 
的 途径 . 但 各 国 的 实验 也 证 明了 , 在 中 学 的 较 
低 循 环 阶段 采用 向 量 途径 是 不 可 取 的 : 首先 ， 
在 开始 阶段 , 图 形 世 界 的 充实 显然 比 概念 的 简 
单 性 和 易于 接近 的 形式 推理 更 为 重要 , 与 现实 
世界 相关 的 各 类 日 常 几何 活动 同样 比 抽象 的 
变换 更 为 重要 , 而 且 , 在 缺乏 足够 的 具体 模型 、 
i 至 验 和 空 zs 间 感 的 条 件 下 , 学 习 几 何 的 向 量 

结构 则 会 造成 更 大 的 教育 上 的 困难 , 而 如 果 想 
通过 学 习 向 量 空间 来 发 展 儿童 的 几何 想象 和 直 
觉 , 在 概念 上 也 显得 过 于 贫乏 ; 其 次 , 在 向 量 结 
构 中 , 人 们 丢弃 了 许多 有 趣 的 和 促进 学 生 思 维 
的 几何 问题 (包括 度量 ), 而 这 些 问 题 对 12 一 15 
岁 的 年 龄 来 说 是 特别 适合 的 . 如 果 等 到 在 向 量 
空间 基础 上 再 建立 度量 几何 , 学 生 将 由 于 年 龄 
的 增长 而 失去 兴趣 ; 此 外 , 距离 的 概念 是 所 有 
12 一 15 岁 儿童 的 常识 的 一 部 分 , 并 且 他 们 可 以 
自发 地 尝试 去 使 用 它 , 因此 , 许多 人 认为 推迟 
介绍 度量 和 距离 是 和 儿童 常识 的 自然 发 展 趋 
势 相 反 的 . 

由 此 可 见 , 向 量 结构 进入 中 学 课程 是 一 个 
必然 的 趋势 , 关键 是 何 时 进入 的 问题 . 我 国 现 
行 高 中 《教学 大 纲 》 对 向 量 的 引进 分 两 个 阶段 : 
先是 平面 向 量 , 然后 是 空间 向 量 , 并 利用 空间 
向 量 来 研究 立体 几何 问题 . 这 种 安排 是 否 合理 ， 
仍 值得 进一步 的 思考 . 

4. 传统 与 革新 
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3) 
4) ee 
5) 它 能 提供 一 条 掌握 空 
6) 它 是 可 学 的 . 

虽然 大 多 数 新 的 数学 内 容 难 以 进入 中 小 学 
课堂 , 但 几何 则 不 一 样 , 甚至 许多 最 新 的 研究 
工作 都 满足 希 尔 伯 特 对 一 个 “好 ”的 数学 问题 的 
要 求 : 一 个 好 的 数学 问题 可 以 解释 给 街 上 碰 到 
的 第 一 个 行人 ， 如 著名 的 博物 馆 问 题 和 邮递 
员 问 题 . 这 两 个 问题 虽然 包含 着 丰富 的 数学 理 
论 , 但 其 特殊 情形 却 可 以 用 尝试 错误 的 方法 子 
以 解决 . 当然 , 这 种 几何 与 人 们 眼 里 传统 的 几 
何 是 不 同 的 . 

但 另 一 方面 , 还 有 一 个 观点 也 值得 我 们 思 
考 , 那 就 是 , 传统 的 内 容 对 学 生来 说 永远 是 新 
的 . 欧 氏 几何 作为 人 类 科学 思想 发 展 史 上 的 一 
个 里 程 碑 , 许多 经 典 的 内 容 在 课程 中 仍 具 有 重 
要 的 地 位 , 并 且 在 个 体 的 认 知 发 展 中 同样 是 不 
可 缺少 的 . 今天 , 我 们 许多 人 能 够 容易 地 接受 
| 向 量 空间 的 理论 , 也 许 正 因为 曾经 

欧 氏 几何 的 严格 的 耳 陶 . 如 果 我 们 轻易 地 

oe 谁 又 能 保证 得 到 的 比 失去 的 更 
多 呢 ? 

此 外 , 许多 传统 的 内 容 由 于 新 技术 的 介入 
也 重新 有 了 生机 . 例如 , 目前 在 许多 国家 , 尺 规 
作 图 已 经 从 学 校 的 教学 大 纲 中 消失 , 而 这 实际 
上 是 学 习 如 何 处 理 数学 过 程 初始 阶段 的 很 好 
途径 , 同时 , 过 去 的 经 验 说 明 , 它 也 是 培养 有 天 
赋 的 儿童 的 数学 兴趣 的 有 效 途径 , 解决 一 个 精 
致 的 作 图 题 是 一 种 创造 性 的 活动 . 事实 上 , 利 
用 计算 机 辅助 工具 , 那些 重要 的 作 图 题 仍 可 以 
重新 成 为 初等 几何 教学 的 核心 . 

三 .几何 的 应 用 问题 

按照 Cocroft 报告 的 观点 :“ 任 何 一 个 课题 ， 


它 
它 是 


( 
( 
( 间 的 有 效 的 途径 ; 
( 








一 方面 , 本 世纪 以 来 , 数学 的 内 部 和 外 部 
都 发 生 了 许多 重大 的 变化 , 因此 各 国都 试图 在 
几何 核心 课程 中 添加 新 的 内 容 . 选择 新 内 容 的 
标准 是 (V.L.Hansen): 多 

(1) 它 是 新 的 、 重 要 的 数学 内 容 ; 

(2) 它 在 其 他 科学 和 技术 上 有 许多 应 用 ; 


只 有 其 应 用 的 方式 能 够 为 学 生 所 接受 时 , 才能 
被 包含 到 课程 中 去 , 这 应 该 作为 一 条 基本 的 原 
则 .” 几何 也 不 例外 . 关于 几何 课程 中 的 应 用 
问题 应 注意 以 下 几 点 : 

首先 , 应 该 通过 许多 经 典 的 例子 , 让 学 生 
了 解 几何 在 物理 空间 中 的 象征 .解释 和 预测 作 
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用 .如 圆锥 曲线 ， 虽 然 公 元 前 200 年 左右 就 已 
经 达到 了 较 高 的 研究 水 平 , 但 它 却 始终 成 为 一 
种 在 许多 情形 都 有 用 的 工具 : 17 世 纪 开 普 勒 对 
行星 运动 规律 的 描述 ; 牛顿 对 行星 沿 椭圆 轨道 
运行 的 推断 ; 椭圆 的 反射 性 质 在 粉碎 肾 结 石 中 
的 应 用 ; 抛物 面 型 天 线 ; 制造 机 器 人 所 用 的 椭 
圆 型 齿轮 等 等 , 可 以 说 , 圆锥 曲线 在 许多 方面 
都 是 日 常生 活 的 一 部 分 . 再 如 几何 体 的 最 值 特 
性 , 在 古 希 腊 时 代 ， 人 们 就 开始 探求 包含 最 大 
面积 的 所 请“ 最 完美 ”的 图 形 . 最 值 问题 与 几乎 
所 有 的 物理 和 技术 设计 问题 有 关 , 因此 , 在 现 
代 技 术 中 是 一 个 非常 重要 的 研究 领域 . 

其 次 , 应 该 让 学 生 了 解 几 何在 科学 上 的 许 
多 新 的 或 者 是 重大 的 应 用 , 如 海王 星 的 发 现 、 
费 尔 马 点 问题 ,方位 与 时 区 的 计算 等 ; 以 及 几 
何在 其 他 学 科 和 领域 中 的 应 用 , 如 机 器 人 、 医 
学 、 电信 、 设计 与 制造 等 等 . 

此 外 , 还 应 该 注意 的 是 , 几何 在 实际 生活 
中 的 应 用 不 能 归结 为 所 请 建筑 学 的 应 用 或 普 
通 工匠 的 水 平 , 而 是 通过 研究 在 具体 空间 中 显 
示 的 并 且 是 杂乱 的 情况 所 提出 的 问题 , 而 导致 
问题 的 数学 化 , 局 部 的 演绎 推理 和 真正 的 数学 
活动 . 也 就 是 说 , 对 学 生 的 几何 应 用 来 说 , 重要 
的 不 是 应 用 本 身 , 而 是 应 用 活动 的 过 程 . 

四 、 计 算 机 在 几何 课程 中 的 作用 

计算 机 正在 对 几何 课程 产生 越 来 越 多 的 影 
响 . 这 可 以 从 互相 补充 的 两 个 方面 来 看 : 一 方 
面 , 计算 机 可 以 大 大 地 改进 几何 教学 , 节省 时 
间 , 深化 对 几何 的 猜想 .讨论 证明; 另 一 方面 ， 
可 以 加 深 对 几何 图 形 及 其 交流 的 理解 , 为 学 生 
学 习 几 何 概念 和 结构 创造 环境 , 提供 工具 . 即 
使 对 那些 没有 条 件 使 用 计算 机 的 教师 , 也 应 该 
时 刻 注 意 这 些 电子 设备 的 存在 , 并 在 教学 中 重 
视 那 些 与 计算 机 有 关 的 几何 技能 . 

目前 主要 有 两 种 观点 : 一 是 计算 机 作为 一 
种 新 的 文化 已 经 影响 到 生活 和 工作 的 每 一 个 方 
面 , 几何 教学 应 该 与 此 相 结合 . 由 于 图 形 能 力 
越 来 越 重 要 , 学 生 “ 做 ”几何 的 方式 取决 于 对 图 
形 的 研究 .几何 成 为 天 文学 、 物理 学 等 其 他 学 
科 的 模型 , 因此 , 教学 应 该 重视 几何 与 相关 学 
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科 的 联系 . 另外 一 个 观点 是 计算 机 不 能 影响 几 
何 的 目的 和 教学 , 而 只 能 作为 一 种 辅助 的 教学 
手段 . 这 两 个 观点 根源 于 几何 的 双重 性 质 : 作 
为 探索 空间 关系 的 工具 和 作为 一 套 公 理 系统 
以 及 学 习 演 绎 推理 的 材料 . 这 种 双重 性 可 以 简 
单 地 表示 为 : 直觉 与 演绎 ; 构造 与 证 明 ; 空间 与 
数量 . 有 些 人 认为 , 证 明 必 须 仍然 作为 几何 教 
学 的 骨架 , 而 计算 机 可 以 为 证 明 提 供 直觉 的 认 
识 和 直观 的 解释 ; 另外 有 些 人 则 认为 , 有 了 计 
算 机 的 直观 解释 , 就 不 必 引 入 严格 的 证 明 ,， 可 
以 把 这 种 证 明 留 给 较 高 的 阶段 . 

这 里 涉及 的 一 个 问题 是 , 电脑 软件 的 应 用 
是 否 有 利于 学 生 从 非 正 式 的 证 明 向 正式 的 证 明 
过 渡 , 有 利于 使 学 生 认 识 到 严格 证 明 的 必要 性 ， 
还 是 使 他 们 觉得 可 以 代 蔡 常规 的 证 明 ” 目前 已 
有 实验 表明 , 计算 机 软件 的 使 用 可 以 创造 机 会 


使 学 生 考虑 “为 什么 ……… ”,“ 如 果 这 样 , 那么 
A ”以 及 “如 果 不 这 样 , 那么 会 ……… ”这 


类 问题 , 从 而 使 他 们 自己 产生 需要 证 明 的 愿望 
理解 证 明 的 目的 , 欣赏 证 明 的 价值 中. 

毫 无 疑问 , 新 的 技术 (特别 是 计算 机 ) 对 几 
何 教学 的 影响 是 巨大 的 , 但 目前 在 实际 教学 中 
的 应 用 仍 停留 在 较 低 的 水 平 , 一 些 具有 挑战 性 
的 问题 还 有 待 于 进一步 的 研究 , 例如 : 计算 机 
将 如 何 影响 几何 教学 , 它 的 目的 、 内 容 和 方法 ? 
经 典 几 何 的 文化 价值 是 被 保护 , 还 是 被 进化 ? 
如 何 去 做 ? 那些 由 于 经 济 原因 而 在 短期 内 无 
法 在 中 小 学 普及 计算 机 的 国家 是 否 可 能 重新 
构造 几何 课程 , 以 适应 新 技术 的 挑战 ? 等 等 . 

五 .几何 证 明 与 演绎 系统 问题 

首先 , 几何 中 的 证 明 与 演绎 系统 是 一 个 传 
统 的 难点 , 许多 学 生 始 终 不 能 够 真正 理解 证 明 
的 意义 , 但 如 果 因 此 而 取消 证 明 的 话 , 那么 同 
时 也 就 取消 了 数学 的 两 个 重要 特征 : 一 是 在 数 
学 中 , 仅仅 知道 某 种 模式 是 远 远 不 够 的 ， 重 要 
的 是 理解 它 , 并 用 科学 的 眼光 去 看 待 它 ; 二 是 
几何 的 元 素 和 结果 并 不 是 最 重要 的 , 重要 的 是 
这 些 元 素 和 结果 后 面 隐藏 的 结构 和 关系 ， 这 
显然 是 不 足 取 的 . 我 们 的 观点 是 , 如 果 仍 然 把 
证 明 作为 数学 课程 的 一 个 核心 内 容 的 话 , 那么 ， 
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必须 首先 在 经 验 和 演绎 推理 之 间 建 立 联系 , 在 
课程 中 既 要 介绍 清楚 严格 的 陈述 、 定义 演绎 
推理 过 程 , 也 要 提供 产生 和 使 用 实际 经 验 的 机 
会 . 在 这 方面 , 计算 机 可 以 发 挥 重要 的 作用 . 

其 次 , 证 明 与 演绎 系统 的 学 习 有 一 个 循序 
渐进 的 过 程 . 在 低 年 级 主要 采取 的 是 观察 的 、 
实验 的 方法 , 然后 是 非 正 式 的 、 直觉 的 和 不 严格 
的 途径 , 到 了 一 定 的 年 级 才 转 向 较为 正式 的 、 公 
理化 的 .演绎 的 和 严格 的 几何 学 习 . 这 里 , 要 防 
止 两 个 极端 : 一 个 是 企图 通过 呈现 大 量 的 几何 
定理 来 学 习 演绎 推理 , 实践 已 经 证 明 , 这 是 不 
可 取 的 , 非 正式 的 途径 同样 可 以 是 严肃 的 和 有 
说 服 力 的 , 而 且 , 非 正 式 的 途径 与 严格 的 几何 
表示 并 不 是 矛盾 的 , 因此 , 未 来 数学 教育 家 的 
基本 工作 就 是 “严格 地 表述 非 正式 的 数学 ” 加 
另 一 个 极端 是 用 实验 来 取代 演绎 证 明 , 从 本 质 
上 看 , 几何 并 不 是 一 门 实验 的 科学 , 几何 的 真 
理性 具有 相对 性 , 几何 中 的 大 多 数 令 人 惊奇 的 
事实 是 无 法 通过 实验 获得 的 , 即使 在 计算 机 上 
也 难以 做 到 . 而 且 ,“ 如 果 学 生 在 初中 阶段 没有 
学 会 几何 证 明 的 话 , 那么 , 他 可 能 就 永远 失去 
了 这 个 机 会 .” 加 

第 三 , 现在 已 经 公认 的 是 , 对 已 经 完成 的 证 
明 的 死记 硬 背 是 毫 无 教育 价值 的 . 我 们 相信 高 
年 级 的 学 生 必 须 获得 演绎 理论 的 结构 的 思想 ， 
因为 这 是 区 分 数学 与 实验 科学 的 主要 特征 , 但 
这 并 不 意味 着 教 演绎 几何 必须 从 一 组 公理 出 
发 , 每 一 个 命题 都 必须 得 到 证 明 . 这 样 有 可 能 
会 扼杀 学 生 的 兴趣 , 从 而 与 课程 的 目的 背 道 而 
驰 . 因此 , 在 几何 课程 的 初期 , 应 该 鼓励 学 生 采 
用 “自然 (local)” 的 演绎 证 明 . 当然 , 要 注意 的 
是 , 在 任何 阶段 , 不 管 是 正式 的 还 是 非 正式 的 
证 明 , 其 依据 必须 是 被 清晰 表示 的 , 并 且 在 直 
观 上 是 认可 的 , 如 熟知 的 公理 的 直观 形式 . 定 
理 的 证 明 也 不 能 局 限于 几何 . 实际 上 , 算术 、 代 
数 和 概率 论 中 都 有 许多 提供 简单 而 漂亮 的 证 
明 的 机 会 . 当然 , 不 同学 科 的 证 明 是 有 所 区 别 
的 . 

此 外 , 还 有 淡化 概念 问题 . 实践 证 明 ， 从 
几何 课程 的 开始 阶段 就 给 出 几何 概念 的 完善 





数学 教学 6-9 


的 、 严 格 的 定义 是 不 恰当 的 . 从 直观 几何 的 观 
点 来 看 , 定义 的 分 析 似 乎 并 不 重要 . 学 生 容易 
记 住 一 张 图 和 图 中 被 描述 的 图 形 的 性 质 , 但 记 
不 住 对 一 个 物体 所 做 的 精确 语言 的 描述 , 而 这 
种 描述 是 与 学 生还 不 十 分 清楚 的 一 些 规则 有 关 
的 . 定义 的 分 析 在 学 生发 展 的 最 初 阶段 , 相对 
地 说 是 无 效 的 . 事实 上 ,“ 下 定义 ” 远 比 “ 证 明 ” 困 
难 的 多 . 就 拿 一 个 简单 的 例子 “一 张 桌子 "来 说 
吧 : 我 们 可 以 讨论 它 , 因为 我 们 知道 它 的 性 质 ， 
但 是 如 果 我 们 试图 定义 “一 张 桌 子 ， 很 快 就 会 
发 现 将 处 在 一 个 困难 的 境地 . 

六 、 几何 处 理 的 多 样 化 问题 

首先 , 在 数学 家 和 数学 教育 家 中 有 一 个 普 
遍 的 看 法 : 由 于 几何 的 多 样 性 , 几何 课程 内 容 
的 学 习 必须 在 早期 进行 , 并 且 贯 穿 于 整个 数学 
课程 内 容 的 学 习 中 . 但 是 , 如 何 具体 实施 这 一 
思想 , 以 及 几何 教学 的 目的 ,内容 和 方法 , 从 小 
学 到 大 学 , 目前 仍然 都 有 很 大 的 分 卜 . 出 现 这 
种 分 收 的 原因 也 许 就 是 因为 几何 的 多 样 性 . 这 
也 谨 明 了 目前 还 没有 找到 (也 许 根 本 不 存在 ) 一 
条 最 简单 、 清 楚 、 线 性 和 自然 的 途径 . 不 象 算术 
和 代数 , 即使 一 些 最 基本 的 几何 概念 如 角度 、 
距离 等 , 在 不 同 的 阶段 都 有 不 同 的 观点 . 

其 次 , 由 于 几何 的 多 样 性 所 导致 的 课程 目 
标的 区 分 化 、 教 材 的 不 断 更 新 换代 以 及 教学 的 
多 种 途径 , 虽然 从 整体 上 看 具有 积极 的 意义 ， 
但 也 使 得 近年 来 几何 课程 不 统一 的 问题 越 来 
越 突 出 ,实践 证 明 , 频繁 地 更 换 教材 并 不 是 一 
件 可 取 的 事 , 既 会 给 师资 培训 带 来 困难 , 也 会 
在 公众 心理 上 产生 不 安定 因素 . 教材 的 多 样 化 
虽然 值得 鼓励 , 但 也 应 该 有 一 个 统一 的 核心 部 
分 , 而 目前 的 几何 课程 所 缺少 的 就 是 一 个 统一 
的 清晰 的 框 滚 . 

此 外 , 几何 的 多 样 性 既 为 课程 内 容 的 选择 
带 来 更 多 的 余地 , 但 也 带 来 一 定 的 困难 . 几何 
的 内 容 是 如 此 之 多 , 系统 掌握 它们 是 如 此 困难 ， 
因此 , 在 选取 ,组 织 教学 材料 时 , 我 们 一 方面 必 
须 删 繁 就 简 , 在 合适 的 时 机 引入 学 生 可 能 接受 
的 内 容 ; 另 一 方面 还 必须 制订 几何 课程 的 核心 
部 分 . 目前 比较 一 致 的 观点 是 , 几何 的 核心 课 
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自 2001 年 9 月 义务 教育 课程 标准 数学 实验 
教科 书 正式 投入 实验 以 来 , 广大 中 小 学 教师 对 
数学 课程 标准 实验 教科 书 的 态度 也 由 最 初 的 
“新奇 转 入 " 挑 刚 "不 唯 上 , 不 唯 书 , 开始 用 自 
己 的 眼光 重新 审视 教科 书 , 用 自己 的 标准 重新 
衡量 新 教科 书 , 有 的 教师 和 专家 提出 了 许多 异 
议 , 这 是 课程 改革 得 到 各 界 人 员 普遍 关注 的 表 
征 之 一 , 也 是 课程 . 教材 研制 者 和 教学 一 线 的 
广大 数学 教育 工作 者 衷心 所 期 盼 的 ， 毕竟 民 
主 .开放 、 多 元 是 教材 多 元 化 的 象征 之 一 , 也 是 
确保 我 国教 科 书 质量 . 促进 课程 .教科 书 快速 
健康 发 展 的 基本 保障 

本 文 针对 义务 教育 数学 课程 标准 实验 教科 
书 几何 中 的 特点 和 问题 由 QI 作 进 一 步 的 探 
讨 

一 .数学 课程 标准 实验 教科 书 几何 内 容 的 
处 理 的 特点 

初中 学 段 几 何 内 容 的 处 理 是 争议 最 多 的 ， 
从 教材 最 初 的 设计 及 期 望 看 , 教材 的 编写 者 希 
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程 必须 包括 : (1) 几何 教学 应 该 结合 度量 几何 、 
仿 射 几何 ,投影 几何 以 及 拓扑 几何 的 基础 理论 ， 
当然 , 这 里 除了 前 两 个 以 外 , 对 后 者 仅仅 是 直 
观 的 把 握 ; (2) 低 年 级 的 几何 教学 必须 源 于 周 
围 环境 的 几何 形体 及 其 运动 和 变换 ; (3) 在 几 
何 教学 中 应 该 把 几何 与 有 理 数 . 实数 的 知识 结 
合 起 来 .加 

参考 文献 

[1| Robert Morris 编 . 《几何 教学 》. 联合 
国教 科 文 组 织 数学 教育 研究 丛书 第 5 卷 , 人 民 
教育 出 版 社 . 1987. 11. 

[2] Principles and Standards for 





School Mathematics. http://www.nctm.org 


望 体 现 以 下 四 大 特点 : 

1. 由 直观 感知 到 操作 确认 ; 再 由 思辨 论证 
到 度量 计算 , 也 即 在 论证 几何 之 前 , 增加 了 一 
个 直观 几何 阶段 的 学 习 . 

2. 扩充 了 几何 中 的 公理 , 以 六 条 公理 为 推 
理论 证 的 基础 , 削减 了 繁琐 的 证 明 . 

3. 增加 了 空间 几何 的 内 容 , 从 三 维 的 具象 
再 到 二 维 的 抽象 . 不 提 平 面 几何 , 而 以 “空间 与 
图 形 " 冠 名 . 

4. 重视 实际 运用 , 提倡 充分 利用 学 生 的 经 
验 和 现实 进行 数学 发 展 . 

教材 为 什么 这 样 处 理 , 有 哪些 实践 基础 和 
理论 基础 ? 如 此 安排 是 基于 什么 样 的 考虑 ? 现 
在 我 们 审视 教材 , 实际 实现 的 情况 又 是 如 何 呢 ? 
还 有 哪些 工作 需要 我 们 去 研究 、 去 完善 ? 

二 、 我国 解 放 后 的 数学 教材 发 展 扫描 

让 我 们 回顾 一 下 我 国 解放 后 的 数学 教材 的 
发 展 , 先 从 历史 的 角度 来 审视 以 上 问题 . 

1952 年 以 前 , 我 国 基本 是 沿用 以 美国 教材 
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为 主 的 旧 教材 . 从 1952 年 到 1957 年 是 学 习 前 苏 
联 , 其 教材 特点 是 重视 概念 教学 , 一 接触 概念 
就 要 求 掌握 其 严密 性 , 以 致 学 生 在 学 习 上 往往 
先 难 后 易 . 1958 年 受 左倾 冒进 的 影响 , 只 重视 
实际 而 忽视 理论 , 甚至 提出 了 “打倒 欧 家 店 "的 
口号 , 削弱 了 基础 知识 和 平面 几何 的 推理 能 
的 培养 , 但 这 个 影响 并 不 长 , 到 1959 年 起 就 逐 
渐 得 到 了 纠正 ， 自 1962 年 起 上 海 以 苏 步 青 
为 首 组 织 了 中 学 数学 教材 改革 编审 委员 会 , 代 
数 、 几何、 三 角 等 分 科 的 界限 不 再 存在 , 只 设 数 
学 一 门 学 科 . 他 们 编 出 的 教材 有 以 下 特点 : 

1. 对 传统 的 初等 几何 内 容 经 过 “直观 几 
何 ”， 让 学 生 通 过 画 画 、 量 量 . 算 算 了 解 一 些 
几何 图 形 的 概念 ,性质 .计算 公式 . 进而 到 论证 
几何 , 学 会 推理 论证 的 方法 ; 适当 扩大 作为 论 
证 起 点 的 公理 , 并 删 去 了 一 些 繁琐 的 内 容 . 

2. 重视 理论 联系 实际 . 

3. 重视 习题 配置 , 强调 加 强 基 本 训练 . 

4. 提高 了 中 小 学 数学 传统 教材 中 的 一 些 次 
要 内 容 , 如 单 变量 微 积 分 和 概率 统计 初步. 

5. 强调 从 中 学 实际 出 发 , 坚持 编者 与 试 教 
者 相 结 合 的 做 法 . 

1967 年 至 1976 年 , 中 小 学 教材 的 理论 体系 
基本 上 齐 到 严重 破坏 . 1977 年 起 , 随 着 教育 的 
拨乱反正 , 数学 教学 又 提出 了 加 强 双 基 训练 外. 

上 面 的 史料 来 源 于 上 世纪 七 十 年 代 末 , 二 
十 多 年 过 去 了 , 我 国 的 教材 建设 进入 了 一 个 空 
前 发 展 大 好 时 机 , 对 教材 发 展 阶段 的 划分 应 当 
有 所 变化 . 我 们 的 观点 是 , 建国 后 的 教材 发 展 
大 致 可 以 划分 为 下 面 的 四 个 阶段 : 

1. 上 世纪 六 十 年 代 , 关注 双 基 , 其 标志 是 
1965 年 的 大 纲 和 教材 , 它 表明 我 国 的 数学 教育 
已 走向 成 熟 . 

2. 上 世纪 七 八 十 年 代 , 在 关注 双 基 的 同时 ， 
关注 能 力 的 培养 . 其 标志 是 九 年 义务 教育 大 纲 
的 颁布 和 教材 实验 . 

3. 上 世纪 九 十 年 代 , 陈 重 穆 、 宋 乃 庆 先生 提 
出 :淡化 形式 , 注重 实质 ”, 关注 知识 的 获得 , 又 
关注 知识 的 获取 过 程 . 其 深入 研究 导致 了 “一 
纲 多 本 ”的 提出 及 全 国 八 套 半 教 材 的 产生 . 
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4. 2000 年 数学 课程 标准 (征求 意见 稿 ) 的 
颁布 , 提出 了 “三 位 一 体 ” 的 教育 目标 ,“ 关 注 结 
果 , 关注 过 程 , 关注 情感 态度 价值 观 ”, 及 随后 
2001 年 9 月 开始 数学 课程 标准 实验 教科 书 的 正 
式 实验 . 

三 、 数学 课程 标准 实验 教科 书 发 展 中 的 问 
题 审 视 

由 上 面 的 回顾 , 尤其 是 数学 家 苏 步 青 先生 
的 实践 , 我 想 我 们 至 少 可 以 得 出 下 面 的 结论 : 

1.“ 淡 化 概念 , 注重 实质 ”是 我 们 从 中 小 学 
实践 的 教训 中 得 出 的 结论 . 

2. 诸如 “打倒 欧 家 店 ” 此 类 过 激 的 言行 , 会 
削弱 基础 知识 和 平面 几何 的 推理 能 力 的 培养 . 

全 面 否 定 一 切 , 任何 时 候 都 会 给 数学 课程 
的 健康 发 展 带 来 损害 . 我 们 需要 正视 每 一 种 事 
物 在 发 展 过 程 中 的 有 利 因素 , 在 继承 中 发 展 . 

3. 将 代数 、 几何 .三角 统一 安排 处 理 , 只 设 
数学 一 门 学 科 , 并 不 表明 削弱 了 茶 一 分 科 . 

4. 由 直观 几何 到 论证 几何 , 并 不 是 数学 课 
程 标准 实验 教科 书 的 标新立异 , 我 国有 其 实践 
基础 . 何 时 直观 , 何 时 论证 , 需要 研究 和 探讨 . 

说 到 直观 几何 ， 我 们 不 能 不 再 提前 苏联 . 
1952 年 到 1957 年 期 间 ,我们 的 数学 教材 是 学 
习 前 苏联 , 由 于 当时 翻译 的 是 前 苏联 沿用 了 几 
十 年 的 教材 , 那 时 的 几何 教材 , 首先 翻译 过 来 
的 是 基 谢 诀 夫 的 《几何 》, 是 由 1915 年 的 版 本 
演变 而 来 的 , 内 容 陈 旧 可 想 而 知 . 但 其 “公理 化 
的 体系 , 明白 无 误 的 论证 , 简明 扼要 的 叙述 , 难 
易 相 间 的 习题 特点 ,一 直 影 响 着 我 国 上 世纪 
的 几何 教材 . 2000 年 8 月 国际 数学 教育 大 会 在 
东 泵 举行 , 人 莫斯科 大 学 教授 N ' 杜 勃 林 在 大 会 
上 作 了 题 为 《俄罗斯 中 学 里 的 几何 : 过 去 的 传 
统 和 当前 的 状况 》, 介绍 了 俄罗斯 的 一 本 几何 
教材 一 《直观 几何 》, 称 它 “ 能 够 引起 学 生 对 
几何 学 的 真正 兴趣 "有望 使 得 学 习 几 何 能 感 
受到 数学 的 乐趣 和 兴奋 ” 站. 

几何 中 的 直观 不 仅 走 进 了 课堂 , 而 且 将 其 
编 成 了 教材 , 这 念 怕 是 人 们 很 难 想象 的 . 由 此 ， 
我 们 是 不 是 应 当 反 思 : 

(1) 就 在 我 们 学 习 他 们 的 系统 性 、 严谨 性 
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时 , 他 们 已 经 让 学 生 感 受 直观 . 我 们 应 该 让 我 
们 的 孩子 学 习 什 么 样 的 几何 , 应 当 如 何 学 习 几 
何 , 才 不 致 于 使 我 们 的 孩子 在 国际 化 的 竞争 中 
落伍 ? 

(2) 我们 的 教材 在 八 年 级 下 学 期 还 在 经 历 
直观 , 是 影响 了 学 生 的 思维 发 展 , 还 是 促进 了 
思维 发 展 ? 

(3) 如 果 要 重视 直观 几何 , 那么 , 呈现 的 最 
好 方式 还 可 以 做 振 样 的 改进 ”是 在 论证 几何 
之 前 , 增加 了 一 个 直观 几何 阶段 的 学 习 , 还 是 
将 直观 几何 及 论证 几何 小 步子 紧密 地 绞 织 地 
一 起 ? 也 许 , 我 们 还 需要 拿 出 深度 的 调查 数据 
来 反馈 指导 我 们 今后 的 改革 和 实践 . 

5. 适当 扩大 作为 论证 起 点 的 公理 , 并 删 去 
了 一 些 繁琐 的 内 容 , 并 不 一 定 会 削弱 基础 知识 
和 平面 几何 的 推理 能 力 的 培养 . 

我 们 现在 审视 平面 几何 的 推理 能 力 的 培养 
以 及 欧 几 里 得 几何 体系 对 人 的 发 展 的 影响 , 无 
疑 , 公理 化 思想 是 主要 的 . 但 我 们 一 般 人 都 知 
道 的 常识 是 , 欧 氏 几何 的 突出 特点 是 , 从 几 条 
公理 出 发 , 用 演绎 的 方法 , 得 出 一 系列 定理 或 
事实 . 至 于 是 几 条 公理 , 一 般 人 是 说 不 清 的 , 再 
问 及 这 几 条 公理 的 具体 内 容 , 能 说 上 来 的 更 是 
少数 . 在 实际 的 教学 中 , 我 们 也 是 如 此 要 求学 生 
的 , 要 求学 生 推 理 要 “ 言 之 有 据 ”, 这 个 “ 据 ”, 可 
以 是 定义 , 可 以 是 公理 , 也 可 以 是 定理 , 至 于 具 
体 是 什么 , 只 要 是 “ 理 ” 就 行 , 是 “黑体 字 ” 就 行 ! 
由 此 我 们 是 不 是 可 以 得 出 结论 , 扩大 作为 论证 
起 点 的 公理 , 不 能 与 削弱 基础 知识 和 平面 几何 
的 推理 能 力 的 培养 划 上 等 号 . 

数学 课程 标准 实验 教科 书 删 去 了 一 些 繁琐 
的 内 容 , 如 圆 部 分 的 内 容 , 由 原来 的 53 课时 , 压 
缩 为 13 课 时 , 原来 需要 一 周 学 完 的 垂 径 定理 ， 
现在 只 要 求 一 课时 学 完 ， 有些 教师 由 于 不 考 
悉 课 程 标准 , 不 理解 教材 的 编排 意图 , 或 由 于 
习惯 使 然 , 难以 改变 传统 的 教学 方式 , 也 出 现 
了 “ 穿 新 鞋 , 走 老 路 ”的 现象 . 

由 此 , 我 们 是 不 是 应 当 反 思 : 

(1) 在 帮助 学 生理 解 演绎 方法 及 公理 化 思 
想 , 以 及 培养 学 生 的 推理 能 力 上 , 我 们 的 教学 
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内 容 还 可 以 做 怎样 的 选择 ? 

(2) 教学 方式 还 可 以 怎样 实施 ? 

(3) 说 理 证 明 题 对 于 培养 学 生 的 推理 能 
具有 重要 的 作用 , 那么 , 学 生 需 要 进行 怎样 适 
度 的 训练 一 既 不 过 度 造成 浪费 , 又 不 欠缺 形 
成 遗憾 才能 达成 预期 的 目标 ? 

(4) 教 师 培训 是 长 期 艰巨 的 任务 , 采取 什么 
样 的 管理 机 制 , 才 不 致 于 使 教师 培训 流 于 形式 
和 走过场 ? 

6. 理论 联系 实际 是 永恒 的 话题 “贴近 学 
生 熟 悉 的 现实 生活 , 使 生活 和 数学 融 为 一 体 ”， 
是 我 国 广大 优秀 教师 用 实践 证 明了 的 宝贵 经 
验 . 但 是 , “现实 生活 "就 是 日 常生 活 吗 ? 

从 汉 武 帝 尊崇 儒术 , 到 朱元璋 “经 世 致 用 "， 
“ 教 兼 经 义 治 事 " 的 思想 , 再 到 陶 行 知 先生 倡导 
的 乡村 教育 运动 ; 从 美国 的 新 数 运动 , 到 近年 
来 世界 各 国 科 学 教育 改革 中 形成 的 “科学 、 技 
术 与 社会 "(STS) 新 的 科学 教育 构想 ， 每 次 运 
动 无 一 不 涉及 教育 的 发 展 要 联系 实际 的 问题 
建国 后 , 几 次 大 纲 的 修订 , 我 们 更 是 把 “教育 必 
须 同 生产 劳动 相 结合 "、“ 理 论 联 系 实际 ”作为 
我 们 教育 教学 的 方针 和 原则 . 与 之 形成 对 比 的 
是 , 脱离 实际 的 教学 常常 遭 到 广大 教育 工作 者 
的 择 击 . 如 上 世纪 二 三 十 年 代 , 何 思源 先生 就 
曾 批 评 当 时 的 教育 , “结果 把 科学 知识 好 象 包 
在 一 个 纸 里 , 你 把 这 个 纸 包 交 给 我 , 我 再 把 这 
个 纸 包 传 给 你 .” 加 把 学 校 变 成 了 贩卖 知识 的 场 
所 .数学 课程 标准 倡导 “贴近 学 生 熟 悉 的 现实 
生活 , 使 生活 和 数学 融 为 一 体 ”, 应 当 说 , 这 是 
我 国 广 大 优秀 教师 用 实践 证 明了 的 宝贵 经 验 
但 是 学生 熟 悉 的 现实 生活 ”应 当 如 何 理解 ? 他 
们 熟悉 的 数学 世界 相对 于 他 们 来 说 是 不 是 “ 现 
实 的 生活 "?“ 现 实生 活 " 就 是 日 常生 活 吗 ? 

7. 必须 重视 习题 的 选 配 . 1997 年 , 笔者 之 
一 曾 作 过 一 个 调查 , 让 学 生 谈 一 谈 喜爱 哪 科 教 
科 书 , 并 谈 一 谈 喜 爱 的 理由 . 让 人 大 感 意外 的 
是 , 学 生 喜 爱 数学 教材 的 主要 原因 不 是 因为 数 
学 无 处 不 在 的 应 用 , 而 是 “有 习题 可 作 ” 中. 由 
此 , 我 们 可 以 印证 习题 在 数学 教材 和 学 生 心 目 
中 的 地 位 及 苏 步 青 教授 在 教材 编写 时 的 正确 
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决策 . 现行 的 几 种 版 本 的 数学 课程 标准 实验 教 
科 书 , 习题 数量 及 选 配 明显 存在 不 足 , 教师 不 
得 不 从 市 场 上 购买 教 辅 以 解 燃 眉 之 急 . 而 市 场 
上 购买 的 教 辅 , 质量 又 参差 不 齐 , 这 就 导致 了 
师 生 负担 的 加 剧 . 教材 组 如 何 收集 习题 资源 ， 
为 教材 配备 足 量 的 习题 , 已 成 当务之急 . 另外 ， 
组 织 有 经 验 的 教师 编写 质量 可 靠 的 教 辅 , 并 使 
之 取代 学 生 手中 的 劣质 品 , 也 是 给 各 地 教育 主 
管 部 门 提出 的 新 课题 . 

重视 习题 的 选 配 , 应 当 说 也 是 重视 知识 结 
果 的 必然 . 数学 课程 标准 实验 教科 书 习题 偏 少 ， 
忽视 知识 结果 , 还 是 刻意 追求 “情境 化 ”的 结果 ? 
还 是 教材 编写 者 对 “现实 生活 ”的 理解 有 待 发 
展 ? 

8. 从 学 生 的 经 验 出 发 , 以 人 为 本 , 以 学 生 
为 本 , 编写 适合 学 生 心 理 年 龄 特征 的 教材 , 是 
教材 发 展 的 必然 . 

姚 唱 先 生 1979 年 在 《教育 研究 》 上 曾 撰写 
《三 十 年 中 学 数学 教学 的 回顾 和 今后 改革 和 狂 
议 》, 分 析 了 我 国 三 十 年 中 学 数学 教材 的 发 展 
轨迹 后 , 提出 如 下 的 建议 : 

“在 小 学 阶段 应 让 学 生 画 画 、 折 折 、 量 量 、 算 
算 , 从 特殊 到 一 般 ， 从 比较 各 种 不 同 尺寸 的 图 
形 中 找到 这 种 图 形 的 共同 特点 , 从 而 形成 某 些 
概念 . 以 后 到 了 中 学 阶段 再 通过 逻辑 论证 归纳 
推理 , 找 出 各 种 性 质 之 间 的 内 在 联系 , 建立 几 
何 图 形 的 定义 和 定理 .” 

姚 晶 先生 的 文章 发 表 于 二 十 多 年 前 , 其 观 
点 与 数学 课程 标准 实验 教科 书 几何 内 容 的 处 
理 如 出 一 略 , 只 是 姚 先生 把 直观 几何 阶段 放 在 
了 小 学 学 段 . 把 操作 几何 放 在 小 学 学 段 , 还 是 
放 在 初中 学 段 (前 文 提 及 的 《直观 几何 》 为 俄 罗 
斯 中 学 的 教材 ), 我 们 还 没有 心理 学 上 的 理论 作 
支持 ! 在 没有 心理 学 理论 指导 及 深度 的 调查 之 
前 , 国际 上 及 我 们 现在 可 行 的 方法 是 , 吸取 一 
线 高 素质 有 经 验 的 教师 参加 到 教材 的 编写 队 
伍 中 来 . 而 他 们 繁重 的 教学 任务 及 所 在 单位 的 
个 体 利益 , 又 往往 造成 他 们 参 编 的 瞻 绊 ， 如何 
解决 这 些 矛 盾 , 让 一 线 教师 为 我 国 的 教材 事业 
做 出 更 大 的 贡献 , 也 是 摆 在 教育 主管 部 门 桌面 
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上 的 重要 问题 . 

由 此 , 我 们 应 当 研究 的 课题 至 少 有 二 : 

(1) 从 心理 学 的 角度 审视 新 课程 心理 学 
的 研究 , 多 年 来 沿用 西方 心理 学 体系 及 其 成 果 ， 
十 三 亿 中 国人 没有 自己 的 心理 学 , 也 是 国人 的 
翡 哀 ! 我 们 不 能 仅 从 经 验 说 , 把 这 一 部 分 内 容 
放 在 八 年 级 合适 , 把 这 部 分 内 容 放 在 九 年 级 合 
适 , 应 当 拿 出 调查 实验 后 的 数据 , 用 实验 的 方 
案 说 话 ! 

(2) 变 革 人 事 管 理 制度 , 开发 并 珍惜 教师 中 
的 课程 资源 . 一 线 教 师 有 实践 经 验 , 最 有 发 言 
权 , 他 们 的 观点 往往 更 有 说 服 力 , 我 们 应 当 重 
视 . 但 由 于 人 事 管理 制度 上 的 整 端 , 很 多 教师 
的 宝贵 经 验 还 不 能 变 成 课程 改革 的 财富 , 造成 
了 教育 资源 的 无 形 流失 ! 

9. 关注 人 的 全 面 发 展 . 由 重视 双 基教 学 到 
双 基 加 能 力 , 由 重 知识 的 获得 到 既 重 结果 又 重 
过 程 , 再 到 当前 数学 课程 标准 中 提出 的 三 位 一 
体 的 数学 教育 目标 , 我 们 可 以 看 出 , 关注 人 的 
全 面 发 展 将 是 数学 课程 发 展 的 必然 趋势. 

要 说 明 的 是 , 数学 课程 标准 并 不 是 不 要 获 
得 知识 的 结果 , 为 了 纠正 以 往 重 结果 轻 过 程 的 
弊端 , 特别 提出 要 关注 知识 的 获得 过 程 , 如 在 
课程 标准 解读 中 , 就 曾 明确 提出 :“ 数 学 课程 的 
内 容 不 仅 要 包括 数学 的 一 些 现成 结果 , 还 要 包 
括 这 些 结果 的 形成 过 程 .” 四 有 的 教材 的 编写 ， 
出 现 了 过 于 关注 过 程 , 忽视 结果 的 倾向 , 我 们 
相信 在 今后 的 发 展 中 会 得 到 纠正 . 基于 此 , 我 
们 也 可 以 在 此 做 一 个 乐观 的 预期 , 未 来 我 国 的 
数学 教材 建设 将 会 继承 我 国 的 优良 传统 , 珍惜 
我 国 一 代 一 代数 学 教育 工作 者 辛 辛 兰若 摸索 
出 的 经 验 , 重 知识 结果 , 又 重 习 得 过 程 , 重 情感 
态度 价值 观 , 又 重 意 志 行 动 的 培养 , 构建 出 着 
眼 学 生 全 面 发 展 的 具有 中 国 特色 的 数学 教育 
课程 新 体系 . 

参考 文献 
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(下 转 第 6-34 页 ) 








6-14 数学 教学 


2005 年 第 6 期 


高 一 “三 视图 "之 教学 设计 (第 一 课时 ) 


510631 华南 师范 大 学 数学 系 韩 裕 妊 


1. 设计 思 

本 节 课 的 主要 任务 是 介绍 组 合体 的 形成 方 
式 、 三 视图 的 画 法 步 又 及 注意 事项 . 三 视图 是 
新 课 标 新 增 内 容 之 一 , 学 生 在 初中 阶段 对 三 视 
图 有 了 初步 了 解 , 高 中 阶段 则 在 初中 的 基础 上 ， 
进一步 掌握 简单 空间 图 形 (长 方 体 、 球 、 圆 柱 、 
圆锥 、 楼 柱 等 及 其 简易 组 合 ) 三 视图 的 画 法 , 并 
能 够 识别 上 述 三 视图 所 表示 的 立体 模型 . 鉴于 
这 一 届 高 一 生 在 初中 时 所 学 课本 为 旧 教 材 , 尚 
未 学 过 三 视图 , 因而 本 节 课 有 必要 先 介绍 三 视 
图 的 定义 ， 考 虑 到 课 标 还 要 求学 生 掌握 投影 
知识 , 本 节 课 打算 从 介绍 投影 的 知识 开始 , 由 
投影 来 定义 三 视图 , 进而 介绍 三 视图 的 画 法 等 . 
本 节 课 容量 大 , 要 呈现 的 空间 图 形 、 动 画 多 , 故 
利用 多 媒体 计算 机 来 协助 教学 , 实现 教学 目标 . 

2. 教学 过 程 

2.1 复习 回顾 

展示 一 些 立体 图 形 , 让 学 生 判 断 是 否 为 台 
体 , 进而 让 学 生 回 答 判断 标准 是 什么 . 复习 柱 、 
锥 、 台 的 特点 . 而 后 , 屏幕 显示 : 
柱 : 两 个 底面 平行 且 全 等 
台 : 两 个 底面 平行 、 侧 楼 (母线 ) 交 于 一 点 ; 
锥 : 一 个 底面 ,一 个 顶点 . 























2.2 设置 悬念 ， 导 入 新 课 

师 : 柱 、 锥 、 台 都 是 立体 图 形 , 怎样 在 平面 
上 表示 它们 呢 ? 接 下 来 几 节 课 就 来 学 习 两 种 画 
法 :三 视图 和 直观 图 . 那么 什么 是 三 视图 呢 ? 三 
视图 可 由 投影 来 定义 , 先 来 学 习 什么 是 投影 . 

2.3 介绍 投影 知识 

2.3.1 由 趣 题 引出 投影 定义 . 

先 问 学 生 一 个 趣 题 :什么 东西 捡 不 起 来 ? 

答案 :影子 . (趣味 题目 引入 新 知识 , 调动 学 


生 学 习 积极 性 .) 

师 : 物体 在 灯光 或 日 光 的 照射 下 , 就 会 在 
地 面 上 或 墙壁 上 产生 影子 . 投影 就 是 由 这 类 自 
然 现象 抽象 出 来 的 . 生活 中 有 许多 利用 投影 的 
例子 , 如 手 影 表 演 、 皮 影 戏 等 等 (同时 屏幕 依 


次 显示 相关 图 片 ). 
简介 投影 、 投 影 中 心 、 投 射线 、 投 影 面 等 


定义 , 同时 屏幕 显示 : 


投影 
投影 : 光线 (投射 线 ) 
通过 物体 ， 向 选 定 的 
面 (投影 面 ) 投射 , 并 
在 该 面 上 得 到 图 形 的 
方法 . 


























图 1 
2.3.2 简介 中 心 投影 . 
指出 :投影 分 为 两 类 :中 心 投影 和 平行 投影 . 
介绍 中 心 投影 定义 , 同时 屏幕 显示 : 


投影 中 心 a 





中 心 投影 
投射 线 交 于 一 点 的 
投影 ,也 叫 透视 投 
影 ,常用 于 绘图 . 





























图 2 
介绍 中 心 投影 的 应 用 , 指出 主要 运用 于 绘 
画 中 , 并 利用 多 媒体 计算 机 展示 名 画 《 最 后 的 
晚餐 》 的 形成 过 程 , 让 学 生体 会 中 心 投影 的 应 
用 , 体会 数学 在 艺术 中 的 作用 , 渗透 数学 文化 . 
2.3.3 简介 平行 投影 及 其 种 类 . 
介绍 平行 投影 和 和 斜 投影 、 正 投影 的 定义 . 
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然后 显示 两 幅 图 (图 3, 图 4), 让 学 生 判 断 哪个 
是 斜 投影 、 哪 个 是 正 投影 

平行 投影 

投射 线 相互 
平行 的 投影 . 
按 投射 方向 
是 否 正 对 着 
投影 面 , 分 
为 斜 投影 和 
正 投影 . 

2.4 介绍 三 视图 

2.4.1 讲解 三 视图 的 定义 , 同时 在 屏幕 上 显 






































三 视图 
视图 : 将 物体 按 正 投影 向 投射 面 投射 所 得 到 的 图 形 . 
主 视图 : 光线 自 物体 的 前 面向 后 面 投射 所 得 到 的 图 
形 ( 即 从 正面 看 到 的 图 ). 
俯视 图 : 光线 自 物体 的 上 面向 下 面 投 射 所 得 到 的 图 
形 ( 即 从 上 面 看 到 的 医 
左 视 图 : 光线 自 物体 的 左面 向 右面 投射 所 得 到 的 图 
形 ( 即 从 左面 看 到 的 图 ). 
2.4.2 介绍 简单 几何 体 的 三 视图 . 
展示 立体 教具 :三 维 坐标 平面 板 和 球 、 
柱 、 圆 锥 . 启发 学 生 思 考 球 、 圆 柱 和 圆锥 的 三 
视图 分 别 是 什么 ? 待 学 生 给 出 答案 后 ， 再 用 
flash 动画 展示 . 让 学 生 感 受 画 三 视图 的 步 又 ， 
了 解 三 视图 的 特点 . 
简单 几何 体 的 三 视图 
三 视图 的 特点 : 主 , 俯视 图 长 对 正 
主 , 左 视图 高 平 齐 
俯 、 左 视图 宽 相 等 
2.5 介绍 组 合体 及 其 三 视图 
2.5.1 用 Hasph 动画 展示 组 合 图 形 . 
2.5.2 用 一 简单 实例 展示 组 合体 三 视图 的 
画 法 , 如 图 5. 
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Ee 
图 5 
师 : 画 组 合体 的 三 视图 时 , 要 注意 如 下 几 
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个 方面 : 

(1) 方 向 问题 :明确 物体 的 主 视 、 俯 视 、 左 
视 的 方向 , 对 同一 物体 , 阁 放 置 的 位 置 不 同 , 则 
所 画 的 三 视图 就 有 可 能 不 同 . 

(2) 组 合 问 题 :简单 组 合体 是 由 哪些 简单 几 
何 体 组 合成 的 , 并 注意 它们 的 组 合 方式 , 特别 
是 交 线 . 

(3) 虚实 问题 :可 见 的 轮廓 线 和 表面 交 线 用 
实 线 表示 , 不 可 见 的 用 虚线 表示 . 

利用 四 个 一 模 一 样 的 长 方 体 教 具 , 将 它们 
丢 加 成 如 图 6 所 示 的 组 合体 . 先 让 学 生 讨 论 其 
三 视图 的 画 法 (包括 什么 线 要 用 虚线 ), 并 画 在 
练习 本 上 , 再 抽 选 一 两 位 学 生 的 三 视图 , 投影 
出 来 , 让 全 班 学 生 一 起 探讨 是 否 正 确 . 


i 


2.6 小 结 与 作业 

让 学 生 小 结 所 学 内 容 ， 并 布置 作业 : 画 楼 
柱 、 棱 锥 、 楼 台 的 三 视图 ， 

3. 教学 反思 

课程 标准 指出 “注重 信息 技术 与 数学 课程 
的 整合 ,要求 “ 高 中 数学 课程 应 提倡 利用 信息 
技术 来 呈现 以 往 教学 中 难以 呈现 的 课程 内 容 ”. 
本 节 课 遵循 此 理念 , 借助 多 媒体 计算 机 进行 教 
学 , 充分 发 挥 信息 技术 的 优势 , 将 文本 、 图 形 、 
视频 等 多 种 媒体 集 于 一 身 进 行 信息 加 工 处 理 ， 
呈现 方式 丰富 , 改善 了 认 知 环境 . 例如 , 组 合体 
的 形成 过 程 用 动画 演示 , 激发 了 学 生 的 学 习 热 
情 . 另外 色差 、 闪 烁 等 技术 很 好 地 突出 重点 、 
难点 , 使 学 生 易于 理解 , 便于 记忆 . 

课程 标准 又 要 求 “ 高 中 数学 课程 提倡 体现 
数学 的 文化 价值 ”. 本 节 课 在 教学 中 适当 渗透 
数学 文化 , 让 学 生 了 解数 学 在 其 他 学 科 (美术) 
的 应 用 , 激发 学 生 对 数学 的 兴趣 , 符合 新 课 标 
的 理念 . 
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谈 实现 二 次 函数 “升级 "的 初 高 中 教学 衔接 


317525 浙江 省 温岭 市 大 溪 二 中 张 菊 平 浙江 省 温岭 市 大 溪 中 学 郑 云 初 


二 次 函数 作为 一 种 简单 而 基本 的 函数 类 
型 ， 是 初 高 中 数学 内 容 中 联系 最 密切 的 内 容 . 
在 初中 阶段 , 学 生 研究 的 函数 以 二 次 函数 为 重 
点 , 师 生 重视 , 掌握 得 较 好 ; 在 高 中 阶段 , 二 次 
函数 除 在 二 次 不 等 式 部 分 略 有 涉及 外 , 已 不 再 
单列 , 更 多 的 是 穿插 在 其 它 内 容 中 . 这 样 学 生 
从 初中 到 高 中 , 容易 产生 脱节 现象 , 主要 是 初 
高 中 二 次 函数 的 学 习 虽 有 共同 点 , 但 更 多 的 是 
不 同 点 , 学 生 未 及 时 适应 变化 , 已 形成 的 思维 
定 势 不 能 消除 . 本 文 拟 从 初 高 中 二 次 函数 的 差 
别 入 手 , 谈 如 何 实施 衔接 , 发 挥 二 次 函数 的 教 
学 价值 . 

1. 二 次 函数 在 初 高 中 学 习 中 的 主要 差别 

1.1 粗放 一 精细 ; 两 个 “二 次 ”一 三 个 “二 
次 ” 

虽然 二 次 函数 是 初中 阶段 学 习 的 重要 内 
容 , 但 大 纲 对 二 次 函数 教学 要 求 较 低 ， 只 要 求 
理解 二 次 函数 和 抛物 线 的 有 关 概 念 , 会 用 描 点 
法 画图 象 , 会 用 配方 法 确定 抛物 线 的 顶点 和 对 
称 轴 , 会 用 待定 系数 法 求解 析 式 , 理解 一 元 二 
次 方程 与 二 次 函数 的 关系 , 是 最 基础 性 的 知识 ， 
属于 粗放 型 . 到 了 高 中 , 函数 定义 建立 在 集合 
基础 上 , 以 映射 来 描述 , 研究 的 对 象 、 内 容 、 方 
法 大 大 扩展 , 与 二 次 函数 有 关 的 问题 更 涉及 到 
高 中 数学 的 方方面面 . 首先 出 现 的 一 元 二 次 不 
等 式 、 充 要 条 件 , 就 与 二 次 函数 有 着 密 不 可 分 
的 联系 ， 从 初中 的 二 次 方程 、 二 次 函数 的 “一 
人 转 ”, 到 高 中 的 二 次 方程 、 二 次 函数 、 二 次 不 
等 式 三 位 一 体 ， 贯 穿 整个 高 中 数学 教学 的 始 
终 . 三 个 二 次 中 , 二 次 不 等 式 为 新 内 容 , 三 者 优 
势 互 补 , 但 以 二 次 函数 为 核心 . 教学 中 这 时 应 
适当 巩固 、 加 深 、 拓宽 二 次 函数 , 除 掌握 书本 
罗列 的 三 者 关系 外 , 以 具体 问题 为 依托 将 有 关 

















知识 从 粗放 型 向 精细 型 过 渡 , 让 学 生 接 触 常 见 
的 诸如 二 次 方程 根 的 区 间 分 布 与 二 次 函数 关 
系 的 有 关 类 型 及 结论 . 

例 1 若 方 程 x? 十 (2m 一 1)zx 二 4 一 2m = 
0 的 两 根 为 a、b, 上 且 aw < 2 < 6, 求 m 的 范围 . 

方法 一 : 根据 二 次 方程 根 与 系数 关系 有 
+6=1--2ma=4 一 27m, 由 <2<O 得 
aw-2<0 且 6-2>0. 

A>0, 
原 题 等 价 于 | (a 2)(8 -2) <o, 
A=4m+4m—15>0, 

和 ag 一 2(a+D) 二 4=2m 十 6< 0. 

方法 二 : 二 次 方程 的 根 即 为 相应 二 次 函数 
与 Z 轴 交点 横 坐 标 , 由 a < 2 < 6, 画 出 y = 
22 十 (2m 一 1)x 十 4 一 2m 的 大 致 图 象 (图 1). 


图 1 
A=47m2 十 47m 一 15>0， 
原 题 等 价 于 
f(2)=2m+6<0. 
方法 一 利用 根 与 系数 关系 进行 等 价 转化 ， 
方法 二 根据 方程 与 函数 关系 进行 数 与 形 的 等 
价 转化 . 将 问题 一 般 化 , 用 两 种 方法 均 可 以 得 
到 ax? 十 bz 十 c= 二 0(a 关 0) 一 个 根 比 mw 大 ,一 
个 根 比 m 小 的 等 价 条 件 , 将 问题 进一步 深化 细 
化 , 如 果 两 根 aq、L 满 足 a <n<m<p, 则 方 
法 二 更 有 优势 . 在 三 个 “二 次 ”中 , 有 许多 这 样 
的 问题 , 可 以 以 探究 性 方式 开展 学 习 . 
1.2 整体 一 局 部 ; 静态 一 动态 
初中 学 习 的 二 次 函数 , 定义 域 为 全 体 实数 ， 
是 整体 的 , 系数 一 般 不 含 参 数 , 是 静态 的 ; 而 
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高 中 二 次 函数 的 研究 , 具有 动态 特征 . 这 两 大 
区 别 , 大 大 丰富 了 二 次 函数 的 内 涵 . 大 部 分 题 
目 “ 以 旧 瓶 装 新 酒 ", 在 学 生 所 熟悉 的 “面孔 "下 ， 
有 更 新 、 更 深 的 内 容 . 若 学 生 仍 以 老 眼光 审视 
问题 , 必 将 难以 入 手 . 因此 , 这 两 大 区 别 必须 衔 
接 好 . 

在 函数 的 定义 、 两 域 (定义 域 、 值 域 ) 两 性 
人 单调 性 、 奇 偶 性 ) 一 图 (图 象 ) 的 教学 中 , 例如 
在 进行 函数 单调 性 与 奇偶 性 的 教学 过 程 中 , 可 
研究 这 样 一 道 题 : 已 知 函 数 .jz) = az2 十 bz 十 
c(a 关 0)，(1) 讨 论 它 的 单调 性 , 求 单调 区 间 ， 
并 证 明 ; (2) 讨论 它 的 奇偶 性 , 指出 它 何 时 为 偶 
函数 , 并 证 明之 . 让 学 生 从 新 的 角度 去 认识 旧 
知识 . 又 如 对 什么 样 的 函数 有 反 函 数 , 学 生 难 
以 理解 , 这 时 就 可 用 大 家 非常 熟悉 的 二 次 函数 
为 对 象 , 去 探索 领会 : 并 非 所 有 函数 都 有 反 函 
数 , 适当 增加 条 件 后 , 有 些 函 数 才 有 反 函 数 , 再 
归纳 出 反 函 数 存在 的 条 件 . 于 是 , 当 学 生 对 具 
体 函 数 的 研究 方法 形成 一 定 系统 、 有 一 定 基 础 
后 , 应 乘机 使 学 生 对 二 次 函数 有 一 个 更 深层 次 
的 认识 , 重点 应 放 在 动态 、 局 部 这 两 方面 . 

例 2 已 知 /z) = 一 x? 一 27 十 2, 分 别 求 
在 闭 区 间 (1) [4, 一 2]; (2) 2,3]; (3) [2,3] 上 








的 最 大 值 信 与 最 小 值 m. 
解 略 . 


例 3 已 知 函 数 jz) = 2Z2 +az 十 3,， ZE 

[1 牙 ,最 小 值 为 一 3, 求实 数 %. 
a\2 a? 

分 析 : f(z) = (z+ 了) +3- 条 开口 向 
上 , 但 自 变量 > 有 限制 , 是 [1, 习 上 的 一 段 , 并 
非 整 个 图 象 , 且 对 称 轴 z = 一 了 变动 , 图 象 在 
[~1, 上 随 对 称 轴 的 变化 而 变化 , 这 样 , 必须 
将 对 称 轴 与 给 定 区 间 的 相对 位 置 进行 讨论 , 结 
合 图 象 , 分 对 称 轴 在 区 间 右 侧 、 左 侧 、 在 区 间 
内 三 大 类 , 若 已 知 的 是 最 大 值 , 则 还 要 对 对 称 
铀 在 区 间 内 的 情况 与 区 间 中 点 比较 再 分 类 ( 解 
略 ) 

例 4 设 /(o) 一 到 一 2 一 1 在 区 间 [t 二 
世上 的 最 小 值 为 9(9， 求 9(0) 并 画 出 9(0) 的 图 
象 . 
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0-17 


分 析 : 这 里 函数 解析 式 已 定 , 但 问题 并 非 
在 全 体 实 数 集 上 , 而 是 在 一 个 含有 参数 的 闭 区 
间 上 考察 最 小 值 , 这 就 要 结合 区 间 与 对 称 轴 的 
相对 位 置 来 进行 定位 讨论 (如 图 2、 3、 4). 














yh yh 
和 i 
OO 二 1 7 MO 1 1 /ttl 
a | NE 
图 2 图 3 
yh 
NT 7 
t\QO1 /x 
-2 、 
图 4 


解 : f(7) = 22 一 27 一 1 = (x -1)*—2, 
对 称 轴 z = 1. 

(1) 当 z= 二 1€ [t,t+1], 即 0 <t<1 时 , 
g(t) = —2; 

(2) 当 xz = 1 < t 时 , 对 称 轴 在 区 间 左 侧 ， 
f(z) 在 [t,t 十 1 上 递增 , g(t) = f(t) = 妇 一 
2 ls 

(3) 当 Zz = 二 1>t+1 即 t < 0 时 , 对 称 轴 
在 区 间 右 侧 ，f(z) 在 t,t 十 1] 上 递减 , g(t) = 
f(t+1)=t#2—2. 

t2—2 (t < 0), 

-| = (RS 

-2t-1 (t>1). 

g(t) 图 略 . 

上 述 三 例 均 为 二 次 函数 在 闭 区 间 上 的 最 值 
问题 , 通过 这 类 例子 , 使 学 生 对 二 次 函数 的 图 
象 性 质 有 深刻 理解 , 并 在 此 基础 上 掌握 基本 类 
型 , 基本 方法 , 巩固 高 于 初中 的 认识 . 

认识 一 : 一 个 二 次 函数 在 及 上 或 者 只 有 最 
小 值 , 或 者 只 有 最 大 值 , 但 当 定 义 域 发 生变 化 
时 , 取 最 值 情况 就 会 发 生变 化 , 在 闭 区 间 上 必 
有 最 大 值 和 最 小 值 . 
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认识 二 : 必须 结合 图 象 , 以 性 质 进 行 分 析 ， 
没有 图 象 依托 , 问题 难以 切入 . 

认识 三 : 对 于 二 次 函数 在 闭 区 间 上 的 最 值 
问题 , 多 为 轴 动 区 间 定 , 或 轴 定 区 间 动 两 种 类 
型 . 不 论 何 种 类 型 , 都 要 讨论 对 称 轴 与 区 间 相 
对 位 置 , 即 轴 在 区 间 左 侧 、 右 侧 、 内 部 . 对 称 轴 
在 闭 区 间 内 有 时 还 要 再 分 在 左 半 部 分 还 是 在 右 
半 部 分 . 必须 让 学 生 搞 懂 , 为 什么 要 这 么 分 类 ， 
最 好 能 让 学 生 自 己 说 出 来 . 在 区 间 上 求 二 次 函 
数 最 值 ,主要 是 利用 函数 单调 性 来 解决 ,而 二 
次 函数 的 单调 性 是 以 对 称 轴 为 界 来 划分 的 , 且 
在 与 对 称 轴 距 离 相 等 的 点 处 , 其 对 应 的 函数 值 
相等 . 只 有 把 为 什么 这 样 分 类 搞 清 , 学 生 才 会 
真正 理解 掌握 轴 动 区 间 也 动 的 情况 . 

对 二 次 函数 在 闭 区 间 上 求 值 域 (最 值 ) 问 
题 , 要 注意 结合 图 形 , 题 前 分 析 , 规范 书写 , 题 
后 小 结 , 才能 更 有 效益 . 

1.3 显 性 一 隐 性 ; 单纯 一 复合 (整合 ) 

初中 二 次 函数 问题 , 大 多 直接 指向 二 次 函 
数 本 身 的 相关 问题 , 有 着 显 性 、 单 纯 的 特征 ; 而 
高 中 阶段 , 教材 在 暗 处 用 后 继 知 识 不 断 深化 对 
二 次 函数 的 认识 和 运用 . 问题 往往 要 通过 适当 
的 变形 转化 等 途径 , 转化 为 二 次 函数 问题 , 具 
有 隐 性 、 复 合 ( 整 合 ) 的 特征 (关于 复合 函数 , 教 
材 在 高 一 、 二 避 开 名 称 , 高 三 导数 部 分 出 现 名 
称 , 但 在 高 一 、 高 二 存在 函数 复合 现象 , 其 中 许 
多 是 与 二 次 函数 有 关 的 复合 , 通过 换 元 法 ,可 
较 好 解决 复合 问题 ). 

例 5 ” 求 函数 值 域 : 

(1)y = 2x7—1+vV13— 4z2; 

(2)y = cos27 十 sinzZ;,Z € [了 了 | 

分 析 : (1) V13 一 4z 是 二 次 根 式 , 被 开 方 
数 为 一 次 式 , 相当 于 一 次 式 的 “次 ” 则 一 次 式 
27 一 1 可 化 为 此 根 式 的 “2 次 ”， 问题 可 转化 为 二 
次 函数 问题 . 令 t = V 酝 二 到 则 z = 二 一 


4 
13 一 牙 
my 




















且 志 > 0, 即 求 y = 2 x 


-3 十 二 十 二 在 t > 0 时 的 值 域 . 
(2) 略 . 
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例 6 (2002 年 高 考题 ) 设 a 为 实数 , 函数 
f(z)=22 十 |z 一 a| 十 1, x ER. 求 1(z) 的 最 
小 值 . 

分 析 : f(x) 不 是 二 次 函数 , 式 中 含有 绝对 
值 运 算 , 但 去 掉 绝 对 值 符号 , f(x) 是 由 两 个 二 
次 函数 整合 而 成 的 一 个 分 段 函 数 ， 

22 一 ZX 十 QQ 十 1 (z 芝 ao)， 
ee 
2 十 Z 一 4 二 1(z>o). 

这 样 就 把 问题 转化 到 二 次 函数 在 区 间 上 求 
最 值 问题 来 解决 ( 解 略 ). 

1.4 集中 一 分 散 ; 主干 一 工具 (载体 ) 

初中 二 次 函数 内 容 集 中 , 作为 主干 知识 来 
学 习 ; 高 中 二 次 函数 内 容 分 散在 各 个 部 分 , 作 
为 工具 或 载体 来 体现 其 价值 . 教材 中 如 等 差 数 
列 求 和 公式 5 = nal + 2 一 了 4 就 可 变形 
为 关于 n 的 二 次 函数 5 = 2 (3 -oj 
与 等 差 数 列 求 和 有 关 的 问题 可 借助 二 次 函数 来 
解决 ; 三 次 函数 的 导数 为 二 次 函数 , 利用 二 次 
函数 可 研究 三 次 函数 图 象 性 质 ; 再 如 总 体 正 态 
分 布 密度 函数 的 图 象 性 质 就 可 利用 二 次 函数 
的 性 质 来 理解 分 析 . 

2. 高 中 二 次 函数 教学 的 几 个 注意 点 

2.1 落实 基础 知识 , 掌握 基本 技能 , 体会 思 
想 方 法 

例如 对 于 函数 解析 式 的 三 种 表达 式 、 对 称 
轴 、 顶 点 、 单 调 区 间 、 图 象 、 平 移 、 二 次 不 
等 式 、 二 次 方程 等 知识 , 学 生 应 形成 一 个 知识 
网 络 结 构 , 运用 时 能 快速 准确 呈现 . 如 果 二 次 
函数 配方 错误 , 或 不 能 画 出 符合 要 求 的 大 致 图 
象 , 则 运用 二 次 函数 解决 问题 就 是 一 句 空 话 ; 高 
中 二 次 函数 问题 , 无 一 例外 地 涉及 到 函数 与 方 
程 、 函 数 与 不 等 式 、 配 方法 、 换 元 法 、 分 类 讨 
论 、 数 形 结 合 、 等 价 转化 等 重要 数学 思想 方法 ， 
因此 , 还 必须 进行 适量 的 练习 . 

2.2 集中 分 散 , 穿插 结合 , 储 序 渐进 , 未 步 
深入 

在 集合 中 的 一 元 二 次 不 等 式 , 充 要 条 件 部 
分 , 高 一 函数 , 高 二 不 等 式 部 分 , 高 三 第 一 轮 复 
习 , 适宜 根据 学 生 实 际 对 二 次 函数 进行 相对 集 
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在 高 中 数学 新 教材 "空白 处 留 


312000 浙江 省 绍兴 和 鲁迅 中 学 


问题 的 提出 : 《全 日 制 普通 高 级 中 学 教科 
书 ( 实 验 修 订 本 ) 数学 》 在 每 页 约 三 分 之 一 的 地 
方 除 编者 注 的 少量 说 明 、 图 形 和 数学 家 介绍 外 
都 还 留 有 空白 处 . 编者 的 意图 是 否 可 这 样 理解 : 
一 方面 希望 学 生 能 插 上 想象 的 翅膀 , 留 一 些 注 
记 , 另 一 方面 教师 可 将 一 些 “ 教 学 反思 ” 注 在 相 
应 的 空白 处 . 但 现状 令 人 堪忧 , 据 笔者 调查 , 发 
现 不 少 同 学 在 教材 空白 处 用 于 打 草 稿 或 用 于 画 
漫画 . 当然 更 多 的 是 一 个 字 都 没有 写 ; 而 教师 
手头 的 新 教材 空白 处 也 是 基本 空白 .这 引起 了 
笔者 的 深思 . 如 何在 空白 处 留 一 点 “精彩 ” 呢 ? 

一 、 指 导 学 生 给 教材 空白 处 留 一 点 “精彩 ” 

善于 读书 的 人 总 是 边 读 边 勾画 边 在 空白 处 
留 一 点 精彩 ”, 如 心得 、 补 充 内 容 等 ， 它 可 以 
帮助 学 生 形 成 实事 求 是 的 工作 作风 , 能 克服 读 
书 时 眼 到 心 不 到 的 弊端 . ee 
习 方 法 , 通过 它 可 帮助 学 生 弄 懂 一 本 书 , 经 历 
从 薄 到 厚 ， 习 过 程 , 并 能 帮助 


学 生 找 出 不 足 并 弥 率 
1. 利 用 “ 空 人 点 对 教材 的 理解 
高 中 数学 许多 概念 、 定 理 、 公 式 都 是 以 简 


洁 的 语言 给 出 ， 而 数学 本 身 具有 抽象 性 , 理解 
起 来 有 一 定 的 困难 , 可 在 教师 指导 下 , 将 一 些 
体会 写 在 书 中 恰当 的 位 置 作 备 筷 . 


TT rr rr rr rr 


中 的 教学 , 在 其 它 教 学 时 段 , 宜 根据 实际 情况 
穿插 . 由 于 与 二 次 函数 有 关 的 问题 大 多 综合 性 
强 , 切忌 一 步 到 位 , 运用 时 要 重 图 形 , 多 变 式 ， 
循序 渐进 , 逐步 深入 . 

2.3 着 力 提 升学 生 的 思维 层次 

从 思维 发 展 特征 看 , 初中 学 生 处 在 形象 思 
维 为 主 , 逐步 向 经 验 型 的 抽象 思维 过 渡 阶 段 ， 
而 高 中 学 生 处 在 以 经 验 型 为 主 的 抽象 思维 向 
理论 型 抽象 思维 过 渡 , 并 初步 形成 辩证 思维 阶 
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6 炎 主 到 和)) 
一 点 “精彩 


例 1 在 立体 几何 内 容 中 有 这 样 一 句 话 : 斜 
线 和 平面 所 成 的 角 , 是 这 条 和 斜 线 和 这 个 平面 内 
的 直线 所 成 的 一 切 角 中 最 小 的 . 

为 了 深刻 理解 这 个 定理 , 可 在 空白 处 这 样 
注解 : 

(1) 证 明 ( 略 ); 

(2) 这 条 斜 线 和 这 个 平面 内 的 所 有 直线 所 
成 的 角 中 最 大 值 是 90?; 

(3) 该 斜 线 与 平面 所 成 的 角 为 从 , 斜 线 的 射 
影 与 平面 内 的 直线 所 成 的 角 为 02, 斜 线 与 平面 
内 直线 所 成 的 角 为 0, 则 cos 01 cos 02 = cos 0. 

例 2 等 比 数列 前 n 项 和 公式 

二 2 


可 在 空 s 自 外 号; 
(1) gq = 1 时 , 5S% = nai 特殊 情况 应 注意 ， 
如 求 S% =a 十 0 + 十 … 十 a” (a 0), 
i 
9 1l—a 
a (a = 1); 
(2) 公式 的 推导 方法 (多 种 方法 ) 特别 要 和 掌 
握 错 位 相 减 法 ; 
(3) Sn 是 关于 nn 的 指数 函数 5S(n) 
A(Az1). 








TT 


段 . 通过 二 次 函数 的 再 学 习 , 使 学 生 认识 到 同 
样 的 二 次 函数 问题 , 到 了 高 中 必须 从 更 深 的 层 
次 、 更 广 的 角度 , 以 更 严密 的 推理 、 更 灵活 的 
方法 去 分 析 、 解决 

综 上 所 述 , 二 次 函数 无 论 从 呈现 方式 、 教 
学 要 求 、 思 维 方法 , 初 高 中 都 已 发 生 了 大 的 变 
化 . 教师 应 站 在 整个 系统 的 高 度 , 做 好 教学 衔 
接 , 逐步 实现 一 次 函数 平稳 、 顺 利 地 “升级 "与 
“升值 
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例 3 圆锥 曲线 第 一 、 第 二 定义 具有 举 足 
轻重 的 作用 , 那么 这 两 者 是 否 有 联系 呢 ? 


可 在 推导 椭圆 标准 方程 旁 空 白 处 写 上 由 
V(X + 
(一 o 十 2 得 一 


Q2 


人 一 一 
C 


= 二 , 故 第 一 、 第 二 定义 是 统一 的 . 类 似 双 曲 线 
也 可 在 空 E 白 处 说 明 . 再 如 椭圆 第 一 定义 可 在 空 
白 处 写 上 “要 注 明 商标 2a > 2c, 谨防 假冒 ”. 者 
2a = 2c, 则 动 点 卫 的 轨迹 为 线段 , 车 24a < 2c， 
则 点 书 的 轨迹 不 存在 . 抛物 线 定义 中 写 上 了 了 4 
l, 若 焉 < 1, 则 满足 条 件 中 的 点 轨迹 是 过 了 是 
垂直 于 /的 一 条 直线 等 . 

2 利用 “空白 ” 写 一 点 在 寻求 联系 与 区 别 的 
过 程 中 所 得 到 的 重要 结论 

数学 各 章节 的 内 容 既 有 区 别 又 有 联系 , 知 
能 在 比较 中 学 习 , 善于 寻找 , 分 析 新 旧 知 识 间 
的 区 别 与 联系 , 挖掘 共性 , 分 离 个 性 , 则 往往 事 
半 功 倍 . 





a2 一 cz 一 











例 4 在 平面 几何 中 , 对 于 三 条 直线 a、0、 
c 存 在 下 面 三 个 重要 命题 2 一 oz 

alLc alLc 

a 一 全 a/t. 


它们 都 是 真 命题 , 车 把 a、b、c 换 成 (i) 不 
在 同一 平面 内 的 三 条 直线 , (i) 三 个 平面 a、p、 
7, (ii 其 中 两 条 直线 换 成 两 个 平面 , 另 一 条 还 
是 直线 或 (iv) 其 中 一 条 直线 换 成 平面 , 另 两 条 
还 是 直线 . 一 共 可 得 到 16 个 不 同 的 命题 , 其 中 
相当 多 的 命题 是 正确 的 , 也 有 许多 是 假 命 题 , 将 
正确 命题 写 在 “空白 ”处 , 作为 规律 对 解 题 大 有 
益处 . 

3. 利 用 "空白 ” 写 一 点 “ 错 解 "后 的 反思 

面 对 错 解 , 每 个 人 因 不 同 的 学 习 状况 和 学 
习习 惯 会 作出 不 同 的 反应 , 殊不知 正 是 这 种 反 
应 在 很 大 程度 决定 了 你 下 一 轮 学 习 的 成 功 或 
失败 . 因此 我 们 要 重视 错 解 深 处 有 亮色 一 - 错 
解 暴露 了 你 学 习 上 的 不 足 和 弱点 , 然后 进行 正 
确 归 因 . 根据 找到 的 “原因 ”, 制定 具体 的 改进 
方案 . 
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例 5 求 过 点 P(2,3) 并 且 在 两 轴 上 的 截 中 
相等 的 直线 方程 。 ， 

错 解 : 设 直 线 方程 为 了 十 二 = 1, 把 (2,3) 
代入 得 a 一 5 

-所 求 直线 方程 为 7 十 y 一 5 一 0 

错 因 : 没有 注意 到 截 距 式 使 用 条 件 o 冯 0 
且 / 六 0, 故 所 求 直线 方程 为 y = 357 或 二 
y 一 5 = 0， 总 之 , 在 使 用 直线 方程 的 余 堆 式 
两 点 式 、 截 距 式 和 点 斜 式 时 , 应 注意 它们 各 自 
的 适用 范围 

将 以 上 错 解 , 错 因 写 在 空白 处 , 还 可 举 几 
道 关 似 问题 , 以 便 今后 能 引起 重视 

4. 利 用 “空白 ” 写 一 点 对 研究 性 学 习 内 容 的 
体会 和 理解 

新 教材 中 有 许多 研究 性 学 习 课题 与 实习 作 
业 , 近 几 年 出 现 的 以 研究 性 学 习 为 背景 的 高 考 
试题 , 以 及 可 以 把 自己 参加 研究 和 实践 的 经 验 
与 心得 , 及 时 记录 下 并 写 在 适当 的 "空白 "处 , 则 
对 提高 自己 的 数学 应 用 水 平 , 培养 创新 精神 及 
实践 能 力 有 着 深远 的 作用 但 应 注意 坚持 不 懈 
反复 提炼 

二 .教师 利用 教材 “空白 " 写 点 教学 反思 

1. 利 用 “空白 ” 写 一 点 通过 教学 实践 和 理论 
学 习 对 新 课程 的 理解 和 体会 

新 课程 提倡 教师 要 成 为 课程 改革 的 主体 参 
与 者 , 因此 , 作为 教师 应 改变 以 往 学 科 本 位 论 
的 观念 和 消极 被 动 执行 的 做 法 

例 6 在 新 教材 的 各 章 中 只 有 第 九 章 是 按 
不 同 的 内 容 要 求 编写 的 , 由 此 , 第 二 册 ( 下 )A 和 
第 二 册 ( 下 )B 之 分 , 是 选用 A 本 还 是 选用 也 本 , 
就 成 了 教育 部 门 研究 的 问题 之 一 , 如 何 利用 A 
本 和 了 本, 就 成 了 教师 研究 的 问题 之 一 

通过 近 一 年 的 教学 实践 和 理论 学 习 , 我 将 
教学 安排 的 构想 写 在 相应 “空白 "之 处 

(1) 以 A 本 内 容 为 主 , 强化 空间 想象 能 

(2) 为 了 体现 新 方法 、 新 思想 , 为 了 强化 向 
量 在 判断 直线 与 直线 平行 、 垂直、 在 角 、 距 离 
度量 上 的 优势 , 在 使 用 A 本 的 基础 上 , 适当 补 
充 B 本 “空间 向 量 "的 有 关内 容 , 但 补充 内 容 不 
家 超过 课本 的 要 求 
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2 利用 空白 "及 时 记录 数学 课堂 教学 中 的 
“问题 "资源 

课堂 教学 资源 的 利用 有 多 个 着 力 点 , 其 中 
课堂 教学 的 "问题 "资源 是 不 可 忽视 的 资源 , 这 
里 的 “问题 " 指 的 是 学 生 提出 的 问题 , 课堂 中 的 
突 发 事件 , 学 生 的 “错误 "以 及 教师 有 意 或 无 意 
的 错误 , 若 能 在 课 后 及 时 记录 下 来 ,并 加 以 分 
析 , 无 疑 是 笔 宝贵 的 财富 

例 7 求 y=|z 一 1|+|z 一 2 的 最 小 值 

这 是 我 在 上 节 解 绝对 值 不 等 式 一 营 课 中 的 
一 道 例题 . 大 部 分 学 生 的 思考 方法 是 利用 分 类 
讨论 思想 , 去 绝对 信 求 得 | 一 1|+|z 一 2| 的 最 小 
值 1 我 给 出 的 方法 是 作画 数 y = |z 一 1|+|z 一 
2| 的 图 象 , 结合 图 象 直观 性 , 从 而 求 得 Yuin = 
1 正在 我 鸣 金 收兵 时 , 半路 杀 出 了 程 哎 金 , 说 
还 有 更 简单 的 方法 , 利用 |z 一 1|、|z 一 2| 绝 对 
值 的 几何 意义 , 求 得 yin = 1. 课 司 及 时 将 此 
种 方法 记 在 课本 空白 处 . 后 来 几 年 此 种 方法 多 
次 被 同学 们 应 用 到 对 一 些 较 难题 目的 思考 上 

3. 利 用 “ 空 自 "及 时 记录 课堂 教学 效果 

课堂 的 引入 , 定理 例题、 习题 的 分 析 , 课 
党 的 结尾 是 不 是 达到 了 预期 教学 效果 ? 学 生 
的 行为 等 是 不 是 产生 了 预期 的 变化 ”可 及 时 
记录 下 来 , 写 在 相应 的 空白 处 

例 8 对 于 均值 不 等 式 : 若 w、! 是 正 实数 

二” > V 古 ( 当 且 仅 当 o 0 时 取 “=" 号 ) 

课本 上 采用 的 证 明 方法 是 利用 不 等 式 : 若 
a、 be R, 则 a? 十 02 之 2ab，, 中 











则 





ATTAINNNN~N 





图 8 


其 几何 意义 为 点 4( 妇 十 1 与 点 B(- 和 2， 
一 2 和 ) 连 线 的 斜率 , 如 图 8， 点 4 在 曲线 人 = 
Zz 一 1 (y 之 0) 上 , 点 B 在 曲线 ?= 一 4x (yy < 
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当日 仅 当 a = 8 时 取 等 号 . 用 代 换 方法 证 明 . 

我 引导 学 生 用 下 面 方法 证 明 : @ 式 两 边 加 
上 2ab 得 a? 十 2 十 2ab > 4ab,.. (a ++0)? > 
4ab, 当 a、b E R1+ 时 ,有 a+b 之 2Vab( 当 上 且 仪 
当 a = 5b 时 “=” 号 成 立 ). 我 引导 学 生 既 然 D 式 
两 边 同时 加 上 @ 的 右边 式 子 , 而 这 式 子 本 身 是 
有 对 称 性 的 , 为 何不 两 边 同 时 加 上 @ 式 左边 的 
式 子 呢 ? 你 会 得 到 什么 样 的 结论 ? 学 生 思考 后 
得 到 2(a2 十 好 ) > a2 十 好 十 2ab, 即 Va2 十 02 > 
党 (a+ 这 伴 的 课堂 设计 ,表面 上 增加 了 学 
生 的 负担 , 但 实际 上 恰恰 相反 ,因为 学 生得 到 
了 下 面 一 幅 美丽 的 图 画 : 

@ 式 两 端 各 加 上 @ 式 左 边 ，@ 式 两 端 各 
加 上 @ 式 右边 , 分 别 得 

Qa2 十 202 (ar b), (a.b E R+), ® 

a+b>2Vab, (a.b e R+), ® 

于 是 我 把 这 幅 图 画 及 时 记录 在 “空白 ”处 ， 
而 公式 @ 在 不 等 式 证 明 中 多 次 被 用 到 , 如 求证 
V+ VB+O+ Vat+c > V2(a 十 
b+ eo). 

以 上 是 我 指导 学 生 在 “空白 ”处 留 一 点 “ 精 
彩 * 和 我 本 人 在 “空白 ”处 留 一 点 “反思 ”的 体会 
和 做 法 , 供 同学 和 老师 参考 . 

孙 维 刚 . 孙 维 刚 导 学 高 中 教学 . 教育 科学 
出 版 社 . 

章 显 联 . 让 学 生 在 “教学 交流 中 学习. 数 
学 教学 . 2004. 5. 





和 TAALNTNT~N 


0) 上 . 因此 , y 最 大 信 为 两 曲线 公 切 线 的 斜率 
求 得 其 值 为 “5， 即 y 最 大 值 为 、 

余味 : 数 形 结合 , 关键 是 如 何 切入 图 象 , 当 
然 其 中 代数 变形 的 换 元 转化 技巧 也 是 十 分 必 
要 的 . 

解决 代数 问题 , 需要 用 图 意识 , 更 需要 把 
所 图 的 切入 点 . 从 不 同 角 度 去 探索 图 形 在 解 是 
中 的 应 用 , 培养 学 生 的 探究 能 力 , 也 是 新 课 标 
的 要 求 





6-22 数学 教学 


2005 年 第 6 期 


网 络 探究 的 初中 研究 性 学 习 实 验 案例 一 则 


325000 浙江 省 温州 市 第 十 七 中 学 林 合 军 


案例 背景 : 

笔者 曾 在 2003 年 度 温州 市 电教 年 会 上 开 
过 一 节 示 范 课 , 要 求 是 在 网 络 环境 下 真正 意义 
的 信息 技术 整合 课 , 学 生 每 人 一 机 , 利用 网 络 
自主 探究 , 合作 学 习 . 考虑 到 初 二 学 生 当 时 仍 
使 用 浙江 老 教 材 的 具体 实际 , 为 体现 新 课 改 精 
神 , 笔者 选择 了 初中 数学 “基于 双 等 边 三 角形 的 
图 形 探究 ”为 主题 , 利用 几何 画板 及 FRONT- 
PAGE 等 工具 , 制作 了 利于 学 生 自 主 探究 评价 
的 主题 性 学 习 网 站 , 精心 设计 与 之 配套 的 实验 
报告 单 , 便于 思维 拓 广 及 元 认 知 能 力 培养 . 

案例 描述 : 

一 、 准 备 : 教师 预先 发 给 每 位 学 生 每 人 一 
张 实验 报告 单 , 要 求 每 人 上 网 到 固定 网 址 自主 
探究 , 同 桌 两 人 协作 , 共同 完成 实验 报告 , 进行 
自我 评价 . 

二 、 课堂 : 

。 问 题 一 猜 一 猜 : 4、B、C 三 座 城市 在 
一 条 直线 上 , A4、B、DD 三 座 城市 之 间距 离 相 
等 , 4、C、 五 三 座 城市 之 间距 离 也 相等 . 已 有 
公路 4B、AD、BD、AC、AE、EC 六 条 , 现 
在 经 济 发 展 需要 , 要 再 建设 两 条 高 速 公路 BE、 
CD, 猜 猿 BE、CD 之 间 有 什么 关系 ? 

由 于 直观 , 学 生 回答 惊人 一 致 :相等 ! 

量 一 量 :如 图 1, 请 按 图 中 按钮 , 显示 电脑 
对 BE、CD 长 度 的 测量 . 电脑 立时 显示 长 度数 


显示 B 忆 、C DD 长 度 






































据 , 学 生 很 兴奋 ! 突然 , 有 个 细心 的 学 生发 现 : 
电脑 显示 的 数据 与 实际 不 一 样 ! 蚊 么 回 事 ? 经 
过 探讨 , 大 家 明白 了 电脑 上 显示 的 是 像素 , 不 
同 于 数学 中 厘米 等 , 但 不 影响 所 得 结论 . 

动 一 动 : 扼 动 点 4、 点 BB、 点 C 其 中 之 一 ， 
变化 图 形 并 观察 图 形 , 注意 BE、CD 长 度 之 
间 关 系 . 

记 下 你 得 到 的 结果 . 学 生 任 意 拖 五 个 位 置 ， 
电脑 实时 给 出 数据 , 学 生 感到 新 奇 , 在 试验 报 
告 单 的 对 应 表格 记 下 得 到 五 组 数据 结果 . 小 组 
分 工 合 作 一 度 出 现 混乱 , 老师 指导 . 

想 一 想 : 你 得 出 结论 了 吗 ? 

1. 请 运用 我 们 学 过 的 数学 知识 思考 上 述 结 


2. 者 感觉 困难 , 可 按 图 中 按钮 , 希望 有 所 提 


如 图 2, 对 两 个 阴影 三 角形 进行 探究 . 同 组 
的 伙伴 们 互相 交流 一 下 实验 结果 , 由 于 本 题 简 
单 , 结论 很 容易 下 , 也 是 一 致 


显示 B 忆 、C D 长 度 























显示 三 角形 ABEE| | 显示 三 角形 ADC 














BE=219.206. CD=219:206 














图 2 

变 一 变 :如 图 3, 若 点 4 不 是 BC 上 的 点 , 你 
刚才 的 结论 还 成 立 吗 ? 

1. 试验 得 出 结论 . 

2. 运 用 我 们 学 过 的 数学 知识 思考 上 述 结 
论 . 

3. 请 按 图 中 按钮 , 希望 有 所 提示 . 

如 图 4, 对 两 个 阴影 三 角形 进行 探究 . 在 简 
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单 题目 下 , 学 生 初 次 经 历 自主 探究 小 组 合作 体 
验 , 教师 及 时 抛 出 新 的 难题 , 激发 学 生 兴趣 ! 


显示 B 忆 、C DD 长 度 














显示 B 忆 、C DD 长 度 




















显示 三 角形 和 ABBEE| | 显示 三 角形 ADC 


BE=306.093 CD=306.093 BE=312.357 CD=312.357 


| 显示 三 角形 人 AABE|| 显 示 三 角形 ADC 









































EE 

bd 
2 

B C 








图 3 
。 问 题 二 如 图 5，BE 与 4D 交 于 点 G， 
CD 与 4E 交 于 点 , 请 你 猜 猜 , 人 AGH 具有 
什么 特征 ? 
。 问 题 三 ”如 图 6, 点 可 是 BB 中 点 , 点 入 
是 CD 中 点 , 请 你 猿 猪 ， 人 AMN 具有 什么 特 
征 ? 


D D 
A A 
B C BB (人 
图 5 图 6 

模仿 问题 一 的 一 系列 探究 过 程 , 学 生 分 别 
对 问题 二 和 问题 三 自主 探究 , 合作 交流 , 发 现 
问题 二 在 “点 4 在 BC 上 "条 件 丧 失 下 不 完全 具 
有 相同 的 结果 ! 而 在 问题 三 的 探索 中 , 不 少 同 
学 发 现 电 脑 给 出 的 两 条 线段 在 某 些 时 刻 存 在 
细微 的 不 同 ,比如 仅 最 后 的 一 位 数字 不 同 , 是 
什么 原因 呢 ? 从 而 进一步 激发 学 生 利 用 所 学 过 
的 几何 知识 去 解释 ! 

三 、 知 识 点 查询 : 在 分 析 试 验 结果 时 , 学 生 
必然 要 用 到 几何 证 明 , 本 节 课 的 有 关 的 数学 知 


识 点 , 可 以 按 电脑 左上 角 按钮 查询 . 如 图 7、.8 所 
示 : 





























等 边 三 角形 SA 
YE 





GE 

等 边 三 角形 性 质 
全 等 三 角形 的 判定 1 
全 等 三 角形 的 判定 2 
全 等 三 角形 











数学 教学 


0-23 








Microsoft Internet Explorer xX 


人 全 等 三 角形 的 对 应 角 的 平分 线 、 对 应 边 上 的 高 线 、 中 线 相等 





























确定 











图 8 

经 过 小 组 讨论 .全 班 讨论 及 老师 引导 分 析 ， 
大 家 确定 电脑 是 对 线段 进行 了 测量 , 误差 是 允 
许 的 . 至 于 证 明 问 题 三 , 这 原 是 个 竞赛 难题 , 经 
过 大 家 探究 分 析 , 可 以 与 问题 一 、 二 一 样 先 证 
明 AB4P2eAD4C, 得 到 BE = DC, 再 证 
明 ADB4MEAD4N， 此 时 全 班 同学 情绪 激 
扬 , 教师 引导 学 生 评 价 小 结 . 

四 、 效 果 评 价 : 学 生 先 自行 进入 网 上 试 场 ， 
进行 独自 考评 , 计算 机 将 立即 反馈 . 

附录 : 实验 报告 单 

组 员 : 

日 期 : 月  _ 日 . 

问题 一 

实验 目的 

如 图 1 所 示 , 4 是 线段 BC 上 一 点 , 人 ABD 
与 人 AEC 是 等 边 三 角形 , 请 确定 CD 与 BE 长 
度 关 系 ! 

实验 步骤 

1. 利 用 电脑 对 BB、CD 长 度 的 测量 . 

2. 拖 动 点 4、 点 B、 点 C 其 中 之 一 , 变化 并 
观察 图 形 , 注意 BE、CD 长 度 之 间 关 系 . 

3. 任 意 挑 五 个 位 置 , 在 表 中 记 下 你 得 到 的 
结果 ( 表 略 ). 

实验 结果 

1. 你 得 出 的 结果 是 . 

你 是 不 是 很 好 奇 , 那 就 请 再 试 一 试 ! 这 次 
是 一 样 的 吗 ? 

2.(1) 请 你 和 同 组 的 伙伴 们 互相 交流 一 下 
实验 结果 ,一 起 探讨 其 中 的 奥秘 . (2) 从 实验 中 ， 





我 们 发 现 (3) 你们 能 
用 数学 知识 证 明 吗 ( 选 做 )? 

问题 一 的 变化 

实验 目的 


如 图 3 所 示 ，4 不 再 是 线段 BC 上 一 点 ， 
A4PBD 与 A4FC 是 等 边 三 角形 , 你 刚才 的 结 
论 还 成 立 吗 ? 
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希望 “期 望 " 和 “概率 

-一 由 一 道 争 鸣 问 题 引 发 的 思考 
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1. 问题 的 提出 分 的 期 望 值 , 于 是 得 出 结论 “ 甲 获 胜 的 希望 大 ”. 


某 刊 曾 刊 出 过 这 样 的 一 个 问题 : “两 名 战 
士 在 一 次 射击 比赛 中 ,战士 甲 得 1 分 、2 分 、10 
分 的 概率 分 别 是 0.4、0.4、0.2; 战士 乙 得 1 分 、 
2 分 、3 分 的 概率 分 别 是 0.1、0.6、0.3, 那么 两 
名 战士 得 胜 希 望 大 的 是 (由 于 原 
题 的 计算 有 误 , 所 以 笔者 对 原 题 做 了 数据 上 的 
改动 , 以 下 称 问题 [1]).” 

原文 从 两 个 不 同 角 度 给 出 两 种 解法 , 第 一 
种 解法 是 分 别 求 出 了 战士 甲 得 分 的 期 望 和 乙 
得 分 的 期 望 , 结果 是 甲 得 分 的 期 望 值 大 于 乙 得 


Pr OrOrOrOrOrrrr rr rr 


1. 利 用 电脑 对 BB、CD 长 度 的 测量 . 

2. 拖 动 点 4、 点 B、 点 C 其 中 之 一 , 变化 并 
观察 图 形 , 注意 BE、CD 长 度 之 间 关 系 . 

3. 点 4 在 线段 BC 上 方 , 任意 挑选 三 个 位 
置 ; 点 4 在 线段 BC 下 方 , 任意 挑 三 个 位 置 , 在 
表 中 记 下 你 得 到 结果 ( 表 略 ). 

实验 结果 

1. 你 得 出 的 结果 是 . 

你 是 不 是 很 好 奇 , 那 就 请 再 试 一 试 ! 这 次 
是 一 样 吗 ? 

2. (1) 请 你 和 同 组 的 伙伴 们 互相 交流 一 下 
实验 结果 , 一 起 探讨 其 中 的 奥秘 . (2) 从 实验 中 ， 
我 们 发 现 . (3) 你 能 
用 数学 知识 证 明 吗 ( 选 做 )? 

问题 二 、 三 

实验 报告 单 与 上 面 类 似 , 略 . 

请 对 本 节 课 进行 自我 评价 (优秀 、 良 好 .一 
般 、 差 ): 

1. 小 组 合作 学 习 :_. 





另 一 种 解法 是 分 别 计算 出 了 甲 得 胜 的 概率 和 
乙 得 胜 的 概率 , 结果 甲 得 胜 的 概率 小 于 乙 得 胜 
的 概率 , 于 是 得 出 和 第 一 种 方法 完全 不 同 的 结 
论 包 得 胜 的 希望 大 ”. 哪 种 解法 是 正确 的 呢 ? 
要 回答 上 述 问 题 首 先 要 乔 清 与 之 有 关 的 几 个 
基本 概念 . 

2. 需 搞 清 的 几 个 基本 概念 及 问题 的 结论 

希望 与 期 望 : 希望 一 词 在 现代 汉语 词典 中 
是 这 样 解释 的 : 心里 想 着 达到 某 种 目的 或 出 现 
某 种 情况 . 而 概率 统计 中 的 期 望 是 “数学 期 望 ”， 


TT 


2. 数学 知识 :__. 

3. 电脑 技能 : 

4. 数学 感悟 : 

家 庭 作 业 : 

知识 迁移 : 将 等 边 三 角形 改 为 正方 形 . 

如 图 9, 若 四 边 形 4BPD、4CGR 都 是 正 
方形 , 将 正方 形 ACGF 绕 4A 点 旋转 , 则 在 旋转 
过 程 中 , BF 与 CD 的 大 小 关系 为 ………… ( ) 

(A) BF = CD; (B) BF > CD 

(C) BF < CD; (DD) 无 法 确定 . 

D / G 


图 9 
注 : 以 上 内 容 已 经 做 成 网 页 学 件 , 利于 学 生 
不 拘 时 自主 学 习 , 希 全 国 各 地 学 生 交 流 , 共同 
提高 . 
http://www.shuitou.cn/1226 
课 后 反思 : ( 略 ). 
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对 比 几 个 概念 不 难看 出 ,“ 希 望 ” 并 非 数学 中 的 
“期 望 ”. 且 问 题 上 1 中 两 战士 的 胜 负 取决 于 双方 
得 分 的 比较 , 只 要 甲 得 分 比 乙 得 分 高 就 获胜 , 否 
则 就 不 能 获胜 , 而 本 身 得 分 的 高 低 并 不 是 胜 负 
的 充 要 条 件 , 所 以 两 者 胜 负 与 得 分 的 平均 取 值 
无 关 , 即 与 数学 期 望 无 关 .因此 “得 胜 的 希望 ? 显 
然 是 指 “ 得 胜 " 这 一 事件 发 生 的 可 能 性 的 大 小 ， 
即 求 这 一 事件 发 生 的 概率 . 由 此 可 知 , 问题 [1] 
中 的 解法 二 是 正确 的 . 

3. 由 问题 引发 的 思 

双方 的 胜 负 就 一 定 与 “期望 无 关 吗 ? 我 们 
来 看 问题 [1 的 变 式 :两 名 战士 在 一 次 射击 比赛 
中 , 战士 甲 每 枪 得 1 分 、 2 分、10 分 的 概率 分 别 
是 0.4、0.4、0.2. 战士 乙 每 枪 得 1 分 、2 分 、3 
分 的 概率 分 别 是 0.1、0.6、0.3. 现 规 定 每 名 战 
士 各 打 3 枪 , 以 总 分 多 者 为 胜 . 则 得 胜 希望 大 的 
是 . 

我 们 不 妨 也 从 两 个 方面 加 以 比较 . 
解 : 设 甲 得 分 记 为 随机 变量 &, 乙 得 分 记 为 

随机 变量 7 

则 随机 变量 8 的 分 布 列 为 : 

三 枪 均 得 1 分 时 ， 

P(C=3)=0.43 = 0.064; 

三 枪 均 得 2 分 时 ， 

P(€ = 6) =0.43 = 0.064; 

三 枪 均 得 10 分 时 ， 

P(E = 30) = 0.23 = 0.008; 

三 枪 中 有 两 枪 得 1 分 , 一 枪 得 2 分 时 ， 

P(E =4) = 01 x0.42 x 0.4= 0.192; 

三 枪 中 有 两 枪 得 1 分 , 一 枪 得 10 分 时 ， 

P(€ = 12) = Cd x 0.42 x 0.2 = 0.096; 

三 枪 中 有 两 枪 得 2 分 , 一 枪 得 1 分 时 ， 

P(E =5)= 03 x0.4 x0.4= 0.192; 

三 枪 中 有 两 枪 得 2 分 , 一 枪 得 10 分 时 ， 

P(€ = 14) = C3 x 0.42 x 0.2 = 0.096; 

三 枪 中 有 两 枪 得 10 分 , 一 枪 得 1 分 时 ， 

P(€ = 21) = O01 x 0.22 x 0.4 = 0.048; 

三 枪 中 有 两 枪 得 10 分 , 一 枪 得 2 分 时 ， 

P(€ = 22) = Cd x 0.4 x 0.22 = 0.048; 


三 枪 中 有 一 枪 得 1 分 , 一 枪 得 2 分 , 一 枪 得 
10 分 时 
P(E= 13) = A3 x0.4x0.4x0.2 = 0.192. 
则 
时 [rarerearspararzfao 





又 天 6=3(1x0.4 十 2x0.4 十 10x0.2) = 


3 x 3.2 = 9.6. 
同 理 , 随机 变量 7 的 分 布 列 为 : 





[3579 
En = 6.6. 


显然 有 BE > Em. 

另 一 方面 , 从 概率 的 角度 来 看 , 记 甲 战胜 
乙 = 4, 乙 战胜 甲 = B, 甲 、 乙 战 成 平手 = C. 
事件 4 可 分 为 “ 甲 得 4 分 乙 得 3 分 . 甲 得 5 分 乙 
得 3 分 或 4 分 , 甲 得 6 分 乙 得 3 分 、4 分 或 5 分 ， 
甲 得 12、13、14、21、22、30 分 ”, 故 P(4) = 
0.192x0.001+0.192x (0.001+0.018)+0.064x 
(0.001 上 +0.018 十 0.117) 十 0.096 十 0.192 十 0.096 十 
0.048 十 0.048 十 0.008 = 0.500544 > 0.5. 

显然 P(A) > P(B), 即 甲 战胜 乙 的 希望 大 
于 乙 战 胜 甲 的 希望 . 

在 这 个 问题 中 , 甲乙 的 胜 负 取 决 于 3 次 射 
击 得 分 的 总 和 , 显然 射击 的 次 数 越 多 , 得 分 总 
和 就 越 接 近 其 期 望 值 ， 因 此 ,期 望 值 高 的 一 方 
获胜 的 概率 就 大 . 

那么 为 什么 在 问题 出 中 会 出 现 期 望 值 高 
而 获胜 的 希望 小 的 情形 呢 ? 我 们 知道 , 期 望 是 
“随机 变量 取 值 的 平均 数 ”, 是 衡量 一 个 射手 射 
击 水 平 的 一 个 重要 指标 . 但 也 只 是 “从 一 个 方 
面 反 映 了 射手 的 射击 水 平 ?而 已 ， 而 不 是 唯一 
的 指标 . 衡量 技术 水 平 的 另外 一 个 重要 指标 就 
是 “方差 ?或 “标准 差 "， 方 差 “ 反 映 了 一 个 随机 
变量 取 值 的 稳定 与 波动 、 集 中 与 离散 的 程度 ”， 
也 就 能 够 反映 一 个 射手 技术 的 稳定 性 . 我 们 来 
看 问题 [1] 中 甲 、 乙 两 战士 得 分 的 方差 . 

记 战 士 甲 在 这 次 比赛 中 的 得 分 数 为 随机 变 
量 &, 战士 乙 的 得 分 数 为 随机 变量 m7. 则 

Et=1x0.4+2x0.4+10 x 0.2= 3.2, 

所 以 & 的 方差 为 DE = (1 一 3.2)? x 0.4+ 

(下 转 第 6-48 页 ) 
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对 于 数列 的 通 项 公式 , 教材 是 这 样 定义 的 : 
如 果 数 列 {an} 的 第 nn 项 an 与 nn 之 间 的 关系 可 
以 用 一 个 公式 来 表示 , 那么 这 个 公式 就 叫做 这 
个 数列 的 通 项 公式 . 数列 的 通 项 公式 是 数列 的 
基础 知识 , 是 数列 教学 的 重要 内 容 . 本文 对 数 
列 的 通 项 公式 的 教学 提出 如 下 两 点 补充 意见 . 

一 、 关 于 数列 有 没有 通 项 公式 的 补充 

课本 上 出 现 的 数列 大 多 都 可 以 用 通 项 公式 
表示 , 但 也 有 许多 数列 不 能 用 通 项 公式 表示 . 
换言之 , 许多 数列 没有 通 项 公式 . 

这 话 本 身 不 错 . 但 笔者 发 现 , 在 具体 的 教 
学 实践 中 , 其 意思 经 常 变味 . 

如 全 日 制 试 用 教材 第 一 册 ( 上 ) 第 106 页 引 
例 :从 1984 年 到 2000 年 , 我 国体 育 健儿 共 参 加 
了 五 次 奥运 会 , 获得 的 金牌 数 排 成 一 列 数 : 15， 
5, 16, 16, 28. 说 出 由 此 给 出 的 我 国体 育 健儿 
在 奥运 会 取得 金牌 数 这 一 数列 的 通 项 公式 有 
一 定 的 难度 , 许多 人 认为 它 没 有 通 项 公式 . 那 
么 能 否 写 出 一 个 数列 的 通 项 公式 , 使 其 前 五 项 
恰好 是 上 述 五 个 数字 呢 ? 

为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 先 证 明 下 面 的 定 
理 . 

定理 1 若 数 列 {an} 有 m(m EN") 项 为 
…, Qam, 则 该 数列 有 多 项 式 型 通 项 





Q1, Q2, Q3, 
公式 . 
证 明 : 设 a = zo 十 XIn 十 X2n2 十 .… 十 


Zm-10m  ， 则 根据 题 意 得 
2 





ToT w12 于 5 Tm_12™ 1! 二 Q2， 
Z0 十 Z1.3 十 …: 十 Zm 13m 开 一 aa3， 


mo—1 


Z0 THM Tm1mMm = Qm, 


即 








1 1 1] ... 1 Xo Q1 
2 TS22 om—1 ZX1 a2 
1 3 32 3m™71 X2 一 | aa |， 
1 m 7702 mY NO 1 am 
由 于 范 德 壹 行列 式 
1 1 1 1 
1 9 0 DM 
1 3 33... 3 | 关 0, 所 以 矩阵 
1 m, m2 .…， 11 一 1 
1 1 hy eas 1 
1 2 22 -27 一 1 
A 3 3 .3071 | 可 道 , 设 其 首 
1 m mz? m™-1 
Q11 Q12 Q13 Q1im 
Q21 Q22 Q23 Q2m 


Qm1l Qm2 Qm3 Qnr 
尼 0 
Tl1 
A 上 且 
则 得 T2 
Tm—1l 
Q11 Q12 Q13 Q1im Q1 
Q21 Q22 Q23 Q2m Q2 
一 | 31 432 433 …，Qw3m a3 | ， 
Qm1l Qm2 QUm3 ” Qmm Qm 


Til 二 Qi1Q1 十 Qi2Q2 十 … 十 QimQam (i 二 
lL 2, 3, Wd m), 可 见 Z 由 al， Q2，QC3， 
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am 确定 ， 即 an = Zo 十 Z17m 十 Zo272 十 .… 十 
Xm_1n" 1 由 a1, a2, Q3,… ,am 人 确定. 

所 以 , 数列 {an} 有 m(m EN”) 项 ai, a2， 
a3;, …，Qm, 则 该 0 
CS 
人 133 就 是 数列 15, 5, 16, 16, 28 的 一 个 
通 项 公式 . 

而 且 , 我 们 还 可 以 把 通 项 公式 作 进 一 步 的 
推广 , 可 推广 成 为 :an = ZX0 十 X17n 十 X22 十 … -十 


Tm_1n™ +kn (no1)n—2)n—o3)...(n— 
m) (ka € R), 

可 见 , 这 无 数 多 个 ( 随 着 a 的 变化 ) 都 是 
数列 {an} 的 通 项 公式 . 


如 果 考 虑 对 数 函 数 , 则 有 an = zo 十 Z1m 十 
Tan2+ rm_17™ 1l+logalkn?(n—1)(n— 
2).…(n—m)+1l((k>0,a4>0Ha#1). 

如 果 结 合 三 角 函 数 ， 上 述 数 列 {an} 还 可 
以 有 形 如 an = zo 十 217 十 2272 十 :十 
rmin™ t+ksin((n—1)(n—2)(n—3)..….(n 
—m)(k € R) 和 a = zo Yin + zon? 十 

十 Zm_inm +ktanl(n — 1)(n — 2)(n 
3)…(n 一 7)](k € R) 等 的 通 项 公式 . 
从 而 我 们 又 有 
定理 2 关 数 列 {anj} 前 1 项 为 a1, a2, a3， 
.，am, 则 该 数列 有 无 穷 多 个 通 项 公式 . 

所 以 数列 15, 5, 16, 16, 28 也 可 写 出 无 穷 
多 个 通 项 公式 . 

由 上 述 定 理 可 知 , 有 穷 数列 一 定 有 通 项 公 
式 而 且 有 无 穷 多 个 通 项 公式 . 所 以 在 教学 时 ， 
我 们 如 果 要 举 没 有 通 项 公式 的 例子 , 只 能 从 无 
穷 数列 方面 去 考虑 , 否则 就 出 错 了 . 

二 、 关于 有 的 数列 的 通 项 公式 不 止 一 个 的 
补充 

与 全 日 制 试用 教材 第 一 册 ( 上 ) 配 套 的 教学 
参考 书 第 70 页 上 有 这 样 一 段 话 :一 些 数列 的 通 
项 公式 可 以 有 不 同 的 形式 . 例如 , 数列 一 1, 1， 
一 1, 1 ……， 的 通 项 公式 可 写成 on = (一 1)”, 也 

1, n=2k- lkeN* 


可 写成 w， 三 文 
本 人 ne 
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两 个 通 项 公式 形式 上 虽然 不 同 , 但 表示 同一 个 
数列 . 
笔者 认为 , 以 上 这 段 话 固 然 正 确 , 但 所 举 
例子 似乎 没有 揭示 问题 的 实质 . 因为 (一 1)" 与 
-1 TEN 
1, n=2k, keN: 全 同和 
价 形式 , 实际 上 
-1 三 ET 
1, n=2k, keN:. 
我 们 知道 , 数列 的 通 项 公式 其 实 也 是 函数 
解析 式 . 既然 函数 可 有 分 段 函数 表示 式 , 那么 
数列 的 通 项 公式 当然 也 可 以 分 段 表示 . 
这 样 一 来 , 所 有 的 无 穷 数 列 都 可 用 分 段 形 
式 表 示 , 即 所 有 的 无 穷 数 列 都 有 这 种 分 段 形式 
的 通 项 公式 了 ! 
如 果 仅 从 形式 上 看 , 笔者 思考 : 写 出 上 面 数 
列 的 另 一 个 通 项 on = cos(n7) 似乎 更 有 说 服 
力 , 但 考虑 到 三 角 函 数 是 数列 的 后 续 内 容 , 这 
个 例子 又 不 能 对 学 生 举 (教师 明白 就 行 了 )! 为 
了 弥补 这 个 不 足 , 教学 时 不 妨 补 充 如 下 例子 . 
例如 , 如 果 a 关 5, 对 于 数列 :ab a, b, oa， 
b 根据 前 面 定 理 1, 有 一 个 五 次 多 项 式 型 的 通 
项 公式 , 又 根据 定理 2 , 它 的 多 项 式 形式 的 通 项 
公式 有 无 数 多 个 ; 除 此 之 外 , 它 又 有 男 一 形式 
的 通 项 公式 
(aa 十 中 十 (一 


当然 它 还 有 三 角形 式 的 通 项 公式 
.Nn Nn 

Qn = a lsin | + bleos 下 | 等 

如 果 将 上 述 数 列 扩充 成 为 无 穷 数 列 : a, 5b， 
a, b, a, 六 后 , 除了 前 面 六 个 项 外 , 从 第 七 
项 开始 , 这 些 通 项 公式 所 确定 的 项 一 般 就 不 相 
同 了 . 即 对 扩充 后 的 无 穷 数列 而 言 , 前 者 就 不 
是 它 的 通 项 公式 了 . 当然 





Qn 一 





D"ri(a—D) 











(at+h)+(-D)"t (一 中 
= alsin | +olcos -|. 
参考 文献 : 


1] 黄 桂 君 . 这 个 数列 有 通 项 公式 吗 ? 数学 
通讯 . 2004 (19). 
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图 形 计算 器 支持 下 的 有 关 雪 花 曲线 的 探究 


200023 上 海 市 卢湾 高 级 中 学 刘 卫 华 


' 雪 花 曲线 "是 数学 虫 上 的 一 个 经 典故 事 
上 海 新 课程 改革 中 首次 将 其 列 入 教材 内 容 , 为 
此 , 笔者 针对 新 教材 中 的 雪花 曲线 这 一 部 分 内 
容 , 借助 图 形 计算 名 开展 了 教学 探究 

一 、 情景 创设 , 体验 过 程 

创设 一 个 体验 的 情景 , 让 每 一 位 学 生 在 亲 
手绘 制 雪花 曲线 的 过 程 中 体会 出 “雪花 "的 变化 
过 程 ， 从 感性 认识 入 手 , 使 学 生 对 美妙 的 “ 雪 
花 ”产生 兴趣 , 为 后 续 的 分 析 、 思 考 做 好 铺垫 
为 此 , 笔者 设计 了 雪花 曲线 的 图 纸 , 便于 学 生 
绘制 , 不 仅 提高 了 课堂 教学 的 效率 , 也 使 学 生 
在 探索 雪花 曲线 的 过 程 中 , 不 必 将 过 多 的 时 间 
耗费 在 作 图 上 , 而 是 将 学 生 的 注意 力 集中 在 控 
索 变化 的 规律 上 , 也 为 学 生 采集 数据 , 创设 了 
平台 

图 纸 的 设计 灵感 来 自 于 小 方 格 纸 的 启发 
结合 雪花 曲线 的 特征 ， 经 过 反复 思考 和 探索 ; 
创作 了 形 如 图 1 的 图 纸 
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T: 请 大 家 在 手中 的 图 纸 中 , 作 一 个 边 长 为 
9 个 单位 的 正三 角形 , 再 将 正三 角形 的 每 边 三 
等 分 , 并 以 中 间 的 那 一 条 线段 为 底 边 向 形 外 作 


等 边 三 角形 , 然后 去 掉 底 边 . 重复 以 上 作法 大 
干 次 会 得 到 怎样 的 效果 呢 ? 

二 、 展示 作品 , 采摘 信息 

当 学 生 非 常 轻松 地 完成 作品 以 后 , 将 进行 
怎样 的 信息 收集 呢 ? 教师 应 该 如 何 尽 可 能 少 地 
干扰 学 生 的 思路 , 而 又 使 学 生 自 然 地 收集 到 相 
关 信 息 呢 ? 

T: 请 哪 位 同学 来 展示 一 下 他 的 作品 ? 并 指 
出 “雪花 曲线 "的 变化 过 程 中 , 图 形 的 哪些 量 发 
生 了 变化 . 

在 总 结 了 学 生 的 回答 以 后 , 为 了 便于 学 生 
记录 有 用 的 数据 , 笔者 设计 了 一 张 表格 , 要 求 
学 生 在 自主 地 进行 探究 作 图 后 , 通过 填 表 的 形 
式 很 自然 地 把 观察 到 的 现象 和 已 学 的 知识 联 
系 在 一 起 , 通过 数 形 结合 的 方法 , 把 观察 到 的 
形 转换 成 表 中 的 数 , 自主 地 进行 采集 数据 . 

边 数 | 每 边 长 度 
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OO 
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| | 过 数 | 
EE 


| | 
| 通 项 公式 | | | 
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了 3 十 
1YaY3 LA 
4 81 4 729 





1 
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三 、 借助 图 形 , 寻求 通 项 
利用 图 形 计算 器 自 带 的 回归 功能 进行 数据 
分 析 和 处 理 . 由 于 数列 的 通 项 公式 表示 的 是 数 
列 的 项 和 项 数 之 间 的 函数 关系 , 通过 知识 迁移 ， 
易于 把 函数 中 自 变 量 和 因 变 量 的 关系 联系 在 一 
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起 . 数列 图 象 也 可 以 看 作 定 义 在 自然 数 子 集 上 
的 离散 函数 , 借助 于 图 形 计算 器 的 回归 函数 进 
行 回归 分 析 , 培养 学 生 观察 和 分 析 回 归 图 象 的 
能 力 . 学 生 可 以 从 图 象 上 观察 到 回归 函数 是 否 
经 过 了 每 一 个 数列 点 , 直观 地 判断 回归 函数 是 
否 可 以 作为 该 数列 的 通 项 公式 . 

部 分 过 程 : 


己 一 本 
b=. 总 本 本 本 本 本 本 本 本 本 
re=1 


r=-1 





用 函数 拟 合 的 思想 , 提供 寻求 数列 通 项 公 
式 的 又 一 方法 , 同时 要 求学 生 通 过 函数 拟 合 的 
过 程 体验 数据 分 析 的 经 历 , 掌握 数列 函数 和 拟 
合 函 数 的 关系 , 区 分 离散 和 连续 的 情况 , 进而 
帮助 学 生 加 深 对 数列 图 象 的 研究 和 数列 通 项 
公式 的 理解 . 

四 、 借助 图 形 , 诊断 拟 合 

所 请 “ 形 少 数 时 难 入 微 ",“ 眼 见 未 必 属 实 ”， 
有 时 由 于 机 器 精度 的 问题 , 肉眼 很 难 发 现 细小 
的 误差 , 我 们 可 以 打开 图 形 计算 器 自 带 的 Di- 
agnostic 功能 进行 判断 . 若 回归 系数 越 接近 1， 
则 说 明 该 回归 函数 拟 合 得 越 好 , 该 函数 也 就 越 
接近 该 数列 的 通 项 公式 . 

5S: 在 对 与 面积 相关 的 数据 进行 回归 时 , 调 
用 了 所 有 计算 器 自 带 的 回归 函数 , 均 没有 得 到 
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回归 系数 是 1 的 结果 , 那 该 如 何 处 理 ? 能 否 说 
该 数列 没有 通 项 公式 ? (学 生 的 一 个 问题 引发 
了 一 个 机 会 .) 





T: 好 ! 我 们 有 可 能 磁 到 这 样 的 情况 , 那 该 怎 
么 办 呢 ? 

五 . 新 的 问题 , 新 的 探索 

对 回归 函数 和 通 项 公式 进行 比较 研究 , 若 
回归 系数 不 为 1, 我 们 知道 回归 得 不 够 理想 , 回 
归 函 数 的 解析 式 一 定 不 是 数列 的 通 项 公式 , 但 
如 果 回 归 系数 为 1, 我 们 是 否 就 不 需要 严密 的 
数学 证 明 呢 ? 

S: 回归 系数 如 果 是 1, 那么 我 们 能 否 断 定 
该 回归 函数 一 定 是 所 求 数列 的 通 项 公式 呢 ? 

组 织 讨论 , 让 学 生 在 合作 互助 的 过 程 中 分 
享 收获 , 同时 也 培养 了 学 生 团队 精神 . 在 学 生 思 
维 碰撞 的 过 程 中 , 大 家 进行 了 下 面 的 探索 . 我 
们 对 边 数 数列 进行 回归 分 析 时 , 发 现 了 使 用 两 
个 不 同 的 回归 函数 都 能 得 到 回归 系数 为 1 的 结 
论 ， 采集 的 数据 为 3、12、 49、 192， 用 3 次 回归 
和 指数 回归 都 得 到 了 回归 系数 为 1 的 结果 . 

1. 采 用 3 次 回归 , 得 到 的 结果 如 下 : 


CubicRes ET 





汪汪 图 11 
2. 采 用 指数 回归 , 得 到 的 结果 如 下 : 


Y1=.74999999999999 半 14” 站 
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圆锥 曲线 一 个 有 趣 的 共 线 性 质 


321000 浙江 省 金华 市 第 三 中 学 薪 根 洪 


在 圆 中 有 如 下 易 见 的 性 质 : 圆 中 平行 弦 两 
端点 处 圆 的 切线 的 交点 在 一 条 直线 上 , 有 是 该 直 
线 平分 这 组 平行 弦 (如 图 1 所 示 ). 





图 1 
那么 , 在 椭圆 、 抛 物 线 、 双 曲线 中 是 否 也 
有 这 样 的 性 质 呢 ? 我 们 作 如 下 猜想 : 
圆锥 曲线 平行 弦 两 端点 P、Q@ 处 的 切线 的 


TT 


T: 为 什么 会 发 生 这 样 的 情况 呢 ? 基于 我 们 
已 经 掌握 一 个 数列 可 能 对 应 两 个 不 同 的 通 项 
公式 , 能 否 简单 地 把 这 两 个 回归 函数 都 作为 该 
数列 的 通 项 公式 呢 ? 

5: 该 问题 可 能 由 于 数据 的 有 限 性 导致 的 . 
数据 越 少 , 符合 的 回归 函数 就 越 多 , 可 以 尽 可 
能 多 地 采集 数据 来 减 小 回归 的 误差 . 

在 这 位 同学 的 建议 下 , 我 们 又 采集 了 第 五 
项 768, 这 时 , 图 象 上 的 结果 就 十 分 明了 了 . 








图 15 图 16 
在 这 个 过 程 中 , 学 生发 现 数据 采集 的 量 直 


交点 及 在 一 条 直线 上 , 且 该 直线 平分 这 组 平行 
纺 . 

下 面 分 别 对 椭圆 、 抛 物 线 、 双 曲线 逐一 进 
行 证 明 . 

1. 抛 物 线 

设 抛物 线 方程 y= 2pz(p>0), 已 (zi 纺 )、 
Q(z2,y2), 弦 PQ 所 在 直线 斜率 为 K(k 关 0) 并 
与 x 轴 交 点 为 T(t,0) (如 图 2), 则 直线 PQ 的 方 
程 :y = k(x 一 如. 

(了 ) 求 平行 弦 PQ 中 点 的 轨迹 . 

弦 的 端点 (ZT1, 轨 )、Q@(7z2,y2) 满 足 


和 和 AIA rr rr rr 


接 关系 到 拟 合 的 误差 , 解决 这 个 问题 的 方法 容 
易 想到 的 是 尽量 多 地 采集 数据 , 但 是 我 们 不 可 
能 罗列 出 所 有 的 数据 , 那么 倡导 学 生 利 用 近似 、 
猜测 和 证 明 相 结合 方法 就 成 了 必 不 可 少 的 . 正 
如 华 罗 康 教授 所 说 “ 数 缺 形 时 少 形象 , 形 少数 
时 难 入 微 .” 

在 利用 图 形 计算 器 进行 回归 的 探究 后 , 学 
生 对 通 项 公式 有 了 更 形象 的 理解 , 对 项 和 项 数 
这 两 个 概念 的 理解 也 更 清晰 了 , 也 使 数列 的 学 
习 与 函数 图 象 建立 了 联系 , 使 知识 体系 更 完整 ， 
使 学 习 更 直观 , 更 有 利于 激发 学 生 的 学 习 兴趣 、 
学 习 动 力 和 学 习 能 力 . 
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图 2 


ee k(x 一 加， (1) 
y? = 2px. (2) 
把 (1) 代 入 (2), 整理 得 

Z2 一 2(t+ 吝 )z+ 从 一 0， (3) 


因为 弦 所 在 的 直线 与 抛物 线 有 两 个 交点 ， 


-a(t 
由 此 得 + > -55, 由 书 达 定理 得 


zi1++z2 一 2 (t 十 吝 )， 
yi+Yy2 = k(r1—t)+k(r2 —t) 
二 k(x1 十 Z2) — 2kt 


= 有 2 人 t+ 十 ) — 2kt 
_ 包 
= 区， | 
所 以 , PQ 的 中 点 坐标 为 
z =t 十 而， p 
| _p (25 
YE 
2 二 
即 y= 大 (=> 3 


这 就 是 平行 弦 PQ 的 中 点 轨迹 的 方程 , 其 
中 是 常数 , 因此 平行 弦 PQ 的 中 点 轨迹 是 一 
条 平行 于 z 轴 的 射线 , 端点 坐标 为 ( 字 5, 计 )， 
方向 向 右 . 

(ID) 求 过 平行 弦 PQ 两 端点 的 切线 的 交点 
轨迹 . 

设 过 P、Q@ 两 端点 引 抛 物 线 的 切线 分 别 为 
PR、QR, 它们 的 交点 为 R. 则 两 切线 方程 为 

PR: yy = p(x + 71), 

QR: y2Yy = p(7 + 22), 
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两 切线 交点 坐标 R(z， 
y1y 一 DZ 十 2Z1)， 
y2y = P(X 十 Z2)， 


| ee TX1Y2 一 2 (5) 


2) 满足 


Yy1 一 /2 


X12 
y= pe———. (6) 
y1 — Y2 


把 yi = KZ1 一 四 ,ya = Ko 一 四 代入 (5)、 


C< 壤 ) 

这 就 是 两 切线 PE、Q@ 尺 的 交点 忆 的 轨迹 
方程 . 因此 点 轨迹 是 一 条 平行 于 x 轴 的 射线 
端点 坐标 也 为 (地 5, 字 ) ,方向 向 左 并 且 与 平行 
弦 PQ@ 的 中 点 轨迹 恰好 构成 一 条 直线 

对 于 平行 弦 PQ 斜率 不 存在 时 , 方程 (4)、 
(7) 分 别 成 为 y = 0(z > 0);y == 0(z < 0). 即 
平行 弦 P@ 中 点 轨迹 为 > 轴 的 正 半 轴 , 切线 交 
点 的 轨迹 为 了 的 负 于 轴 

综 上 证 明 可 得 :抛物 线 平行 纺 两 端点 处 的 
切线 的 交点 轨迹 和 这 组 平行 弦 的 中 点 轨迹 组 成 
一 条 直线 ， 且 该 直线 与 抛物 线 的 对 称 轴 平 行 或 
重合 . 

2 椭圆 2 作 

设 椭圆 方程 为 三 + 让 一 1, 枯 贺 上 的 下 
PQ 所 在 的 直线 斜率 为 有 (和 0) 并 与 < 轴 交 点 
为 T(t,0), 强 端点 为 P(z1, 妇 )、Q(z2,y2) (如 
图 3), 则 直线 PQ 的 方程 : y = k(x 一 台 . 

yl 


吾 Tt 
Q 


图 3 
(DD 求 平行 弦 PQ 中 点 的 轨迹 . 
弦 的 端点 P(X1, 1)、 Q(z2,y2) 满 足 


人 (8) 
人 (9) 
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把 (8) 代 入 (9), 整理 得 (12a2 十 刀 )z2 一 
252a2t 十 a2(1212 — 2) = 0. (10) 
和 人 = (—2k2a2t)? —4(k2a2+b?) “a2(k2t2— 
22) = 4a2b?(k2a2 02 12t2)， 
7 


b 
由 信之 0 得 则 和 十 3; 叉 妇 十 如 二 


K(X1 一 四 十 有 lz2 —t) = (T+) — Rt, 故 


2k2a2t 
| 和 


2kb2t 
V1 十 V2 三 -RET 


所 以 平行 弦 PQ 的 中 点 轨迹 方程 为 
b 
(Wyo) 


ey 
ka \ “Vari) 


这 是 一 条 过 原点 的 线段 , 是 椭圆 的 一 条 弱 . 

(ID 求 过 平行 弦 PQ 两 端点 的 切线 的 交点 
轨迹 . 

设 过 P、Q 两 端点 引 椭圆 的 切线 分 别 为 
PR QR, 它 宇 们 的 交 点 为 ” 则 两 切线 方程 


化 1 化 
为 PR: a 十 = 1, 
QR: 方 + 2 =1, 
解 得 它们 的 交点 及 的 坐标 
po a2(ya 一 全 ) (12) 
TZ1Y2 一 2Z221 
__P (v2 -71) (13) 


T1Yy2 一 TXT2Y1 


把 yi = k(x1 一 加 ,ya = k(x2 一 四 代入 


(12)、(13), 化 简 得 
2 
尼 一 区 于 2 
加 D02 [ < a? 二 | ) 
4 一 kt 
b? [kla? 
Wy — ae 《hl> 了 7 全 天) (1 


这 就 是 两 切线 交点 的 轨迹 方程 , 它 表 示 端 
点 在 椭圆 上 的 两 条 射线 , 方向 背离 原点 , 并 且 
与 Ea PQ 的 中 点 轨迹 恰好 构成 一 条 斜率 为 
一 zc3 且 经 过 原点 的 直线 . 
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对 于 = 0, 平行 弦 PQ 的 中 点 轨迹 与 它 
们 的 端点 的 切线 的 交点 轨迹 方程 分 别 为 x = 
0(|ly| < 5) 与 x = 0(ly| > 已 它们 分 别 表示 椭 
圆 的 短 轴 和 短 轴 外 侧 的 两 条 射线 . 

对 于 斜率 上 不 存在 , 方程 (13)、(14) 分 别 
成 为 y=0(zl 和 ojiy=0(z| 之 a). 它们 分 
别 表示 椭圆 的 长 轴 和 长 轴 外 侧 的 两 条 射线 . 

综 上 证 明 得 :椭圆 平行 弦 两 端点 处 的 切线 
的 交点 轨迹 和 这 组 平行 弦 的 中 点 轨迹 组 成 一 
条 直线 , 有 旦 该 直线 过 椭圆 的 中 心 . 

3. 双 曲线 


设 双 曲 线 方程 为 太 二 1, 它 可 改 成 


2 112 
二 i Ne a 
PQ 的 中 点 轨迹 与 它们 的 切线 交点 轨迹, 只 需 
把 椭圆 的 类 似 计算 中 的 刀 换 成 一 刀 , 即 可 得 出 
相应 的 如 下 两 个 性 质 . 

性 质 一 : 夹 在 同 支 双 曲线 内 的 平行 弦 两 端 
处 的 切线 的 交点 轨迹 和 这 组 平行 弦 的 中 点 轨 
迹 组 成 一 条 过 双 曲 线 的 中 心 的 直线 (但 中 心 不 
在 此 轨迹 内 ) (如 图 人 


yl 


© 





SI 





图 4 
性 质 二 : 夹 在 两 支 双 曲线 内 的 平行 嘴 两 端 
点 的 切线 的 交点 轨迹 和 这 组 平行 弦 的 中 点 轨 
迹 组 成 一 条 过 双 曲 线 的 中 心 的 直线 (如 图 5). 


yl 
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例 谈 三 个 二 次 "分 类 讨论 所 依据 的 标准 


528203 广东 省 佛山 市 九江 中 学 肖 宪 龙 


在 一 次 方程 、 二 次 不 等 式 和 二 次 函数 ” 
(简称 “三 个 二 次 ”) 的 教学 中 , 经 常会 遇 到 分 类 
讨论 的 标准 问题 , 本 文 借助 例题 对 其 进行 探究 . 

标准 一 ”依据 二 次 项 系数 

例 1 函数 y= (a 一 2)x? 十 2(a 一 2)z 一 4 
的 值 恒 小 于 0, 则 a 的 取 值 范围 是 . 

略 解 : 因 已 知 函 数 的 值 恒 小 于 0, 于 是 转化 
为 不 等 式 小 于 0 恒 成 立 , 根据 二 次 项 系数 a 一 
2 二 0 和 a 一 2 关 0 分 为 两 种 情况 讨论 . 

故 有 a 一 2 二 0 或 





2 

Ee 2)2 一 4(a 一 2).(-4 < 0. 

可 得 实数 a 的 取 值 范围 是 (一 2, 2]. 

标准 二 ”依据 二 次 方程 根 的 大 小 

例 2 (2001 年 全 国 高 考试 题 ) 解 不 等 式 

一 <0. 

分 析 : 原 不 等 式 等 价 于 (x 一 a)(x 一 a?) < 
0, 根据 相应 二 次 方程 的 根 的 大 小 分 为 a2? < a、 
a? 二 a 和 a? > a 三 种 情况 讨论 , 来 确定 二 次 不 
等 式 的 解 集 . 

解 : 由 o 一 a = 二 a(a 一 1) < 0, 有 0<a< 





, 

(1) 当 0 < a < 工时, 即 a? < a, 不 等 式 的 
解 集 为 {zla? < z < oj; 

(2) 当 a = 1 或 a = 0 时 , 即 呈 = a, 不 等 式 
的 解 集 为 {zlz € Ci 

(3) 当 a > 1 或 a < 0 时 , 即 o2 > a, 不 等 式 
的 解 集 为 {zla < x < a?}. 

标准 三 ”依据 判别 式 人 

例 3 解 关于 z 的 不 等 式 3z? 一 mz 一 m > 


分 析 : 因 二 次 不 等 式 的 二 次 项 系数 为 3 > 





0, 故 应 根据 判别 式 A > 0、A=0、A < 0 分 
三 种 情况 分 类 讨论 , 探求 字母 的 取 值 范围 而 得 
出 不 等 式 的 解 集 . 
解 : 因为 A 人 =m? 十 12m = m(m 十 12)， 
@ 当 人 和信 > 0 时 , 即 当 m > 0 或 m < 一 12 





mtvVm? + 12m i 
时 , 可 得 z = 一 一 一 < 一 一 一 , 则 不 等 式 的 
¢ mo— Vm 十 1277m 
解 集 为 | -00, 2 ]U 
m+ vm? + 12m sh 
6 ) ) 


@ 当 信 == 0 时 , 即 当 m = 0 时 , 不 等 式 的 
解 集 为 {zlz € 及, 且 天 0j} 

当 m = 一 12 时 , 不 等 式 的 解 集 为 {zx|x € 
R,HzA -2}. 

@@ 当 人 A 人 < 0 时 , 即 当 一 12 < mm < 0 时 ,不 
等 式 的 解 集 为 及 . 

标准 四 “依据 对 称 轴 z 二 一 地 

例 4 求 函 数 y = x? - 2az -1 在 [0,2] 的 
值 域 . 

分 析 : 由 y = (z 一 a)? 一 (@? 十 1) 可 知 对 称 
轴 为 x = a, 是 一 个 变数 , 根据 对 称 轴 的 位 置 应 
分 a < 0、0 芝 过 2、au > 2 三 种 情况 分 类 讨 


论 . 





解 : 结合 二 次 函数 的 图 象 , 观察 对 称 轴 z = 
4 与 区 间 [0,2] 的 位 置 关系 得 

(1) 当 a < 0 时 , ymin = f(0) = 一 

Ymax = f(2) = 3— 4a, 

则 y e [-1,3— 4al; 

(2) 当 0 < a < 2 时 , ymin = —(a? + 1), 
函数 的 最 大 值 必 在 区 间 两 个 端点 中 的 某 一 个 
中 取得 , 而 了 (0) = 一 1, f(2)==3 一 4a, 又 3 一 
4a 一 (-1) 二 -4(a 一 1), 故 有 
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© 当 0 < a < 1 时 , ymax = f(2) = 3— 
4a, 则 y € [—(a? + 1),3 — 4al; 
四 当 1] < a < 2 时 , ymax = f(0) = 一 1 


则 y € [—(a? + 1),—1]; 

(3) a > 2 时 ,guin = f(2) = 3 — 4a, 
yaax = f(0) = —1, 则 y € [3 — 4a, —1]. 

标准 五 依据 区 间 端 点 的 函数 值 

例 5 已 知 了 < a < 1 车 f(z) = az2- 
2z + 1 在 区 间 [1, 3] 上 的 最 大 值 为 M(o), 最 小 
值 为 N(a), 令 g(a) = M(a) 一 NN(a), 求 g(a) 的 
函数 表达 式 . 
分 析 : 因 二 次 函数 的 对 称 册 为 > = 二, 而 
< a < 1 则 有 1 < 二 <3， 故 一 次 函数 的 对 
称 轴 为 z = 二 < [1, 引 , 则 二 次 函数 在 [站 上 
的 最 小 值 在 抛物 线 的 顶点 取得 , 而 最 大 值 应 在 
区 间 的 端点 取得 , 故 可 通过 讨论 函数 区 间 端 点 
的 取 值 的 大 小 来 确定 最 大 值 

解 : 由 上 分 析 可 得 

rs = 二 
1, f(3) = 9a 一 5, 故 

(1) 当 9a 一 5 之 a 一 1, 即 3 <a< 1 时 则 
有 MO) = f(3) =94 一 5 故 9g(o) = Mo) - 
N(o) =94+=—6. 


(SS 


1 1 
(2) 当 9a 一 5<ao-l1, 即 < a < 5 时 ， 


和 TT 


(上 接 第 6-13 页 ) 
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则 有 M(a) = f(1) = 二 a 一 1, 故 g(a) = M(a) 一 
N(a) 一 Q 十 人 一 2. 


综合 (1)、(2) 可 知 
er (3<«<3) 
a 3 2 
‘| 


1 1 
9a 二 + 一 一 6 ~ <a<ll|. 
a 2 


例 6 已 知 函 数 f(z) = (m 一 2)z? 一 4mz 十 
2m 一 6 的 图 象 与 z 轴 的 负 半 轴 有 交点 , 求实 数 
m 的 取 值 范围 . 

分 析 : 因 函 数 图 象 与 + 轴 的 负 半 轴 有 交点 ， 
则 方程 (m 一 2)z? 一 4mz 十 2m 一 6 = 0 在 区 
间 ( 一 00,0) 内 有 实 根 , 先 由 对 称 轴 的 位 置 分 类 
再 考虑 二 次 项 系数 的 正 负 , 然后 考虑 判别 式 的 
值 和 区 间 端 点 函数 的 取 值 . 

解 : (1) 当 m 一 2 = 0, 即 m = 2 时 , 由 
-8z -2 = 0, 有 Zz = 了, 则 f(z) 与 z 轴 的 负 
半 轴 有 一 个 交点 . 

(2) 当 m 一 2 关 0, 即 m 关 2 时 , 函数 f(z) 
的 对 称 轴 为 2 = 一 号， 











hs 2 
mm mm 
>0 >0 
m—2 mC—2 
故 有 4 m2>0 或 4《m-2<0 或 
f(0) < 0， f(0) > 0， 


则 2 < mm < 3 或 1 和 mm < 2. 


mrOrOrwrOrOrOrrOrOrOrOrOrrrrr rr rr rr 
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与 三 角 函 数 初 相 “w” 相识 


246725 安徽 省 枞 阳 横 志 中 学 章 礼 抗 


人 教 版 新 教材 高 中 数学 《三 角 函 数 》 一 章 
中 , 三 角 函 数 图 象 有 相当 重要 的 地 位 , 因 它 集 
中 地 反映 了 三 角 函 数 的 所 有 性 质 . 因此 对 其 学 
习 和 理解 既是 重点 又 是 难点 . 课本 为 说 明 三 角 
函数 图 象 变化 机 理 , 详细 地 介绍 了 怎样 由 y = 
sinz 逐步 变化 成 y = 4 sin(wz 十 p) (其 中 4、 
w、%p 是 常量 ), 以 便 学 习 者 能 够 从 中 领悟 到 其 
他 三 角 函 数 图 象 变化 机 理 . 但 是 在 其 变化 过 程 
中 , 难点 基 对 “wp” 的 认识 、 理 解 、 确 定 . 原因 是 
课本 中 只 简单 地 说 了 一 句 ,“ 在 wz 十 9 中 , 当 
2 三 0 时 , 2 叫 初 相 .如 要 问 它 在 三 角 函 数 中 
到 底 有 什么 作用 , 可 能 学 过 之 后 , 知之 甚 少 , 在 
实际 中 难以 确定 它 . 本 文 想 通 过 分 析 函 数 的 性 
质 , 来 揭示 2 与 函数 深刻 的 内 在 联系 , 以 便 对 
其 有 较 全 面 的 认识 . 

一 、 图 象 的 对 称 性 与 的 关系 

大 家 都 明白 f(x) = Asin(wz 十 wp) (其 中 
A、w、wp 是 常量 ) 的 图 象 既是 轴 对 称 图 形 又 是 
中 心 对 称 图 形 ; 下 面 看 看 其 对 称 轴 和 对 称 中 心 
与 2 的 关系 . 

(Doz+g= 硒 +7 一 
z= + 二 ( 工 -P) (ke 2) (对 称 四) 
(2) wz 十 p = kr 一 > 2 王 2r 2(ke 


(CU 
Z), 则 及 (2 a 2 .0] 是 对 称 中 心 . 
同 理 (zj) 二 Acos(w 上 由 的 对 称 轴 是 
= 二 一 至 (pe 2), 对 称 中 心 是 及 (Er+ 








SB 


1 
3 (5-%),0) ew 

AZ) = 二 4tan(wz 十 2) 的 对 称 中 心 是 
Qk Ce 3 0 





实例 分 析 与 应 用 : 
例 1 (2004 年 全 国 高 考 ) 函数 y = tan(27 
+ 朵 图 象 的 一 个 对 称 中 心 为 (五 ,0), 则 9 可 


WW 


6， (C 6 (D) 一 证 


12 


) 
分 析 : 由 上 可 知人 7 一 = 五 人 & 2 


则 随 大 取 不 同 整数 得 2 可 能 的 值 为 5， 故 先 
(B). 
例 2 已 知 y = sin2z 十 acos2zx, 在 下 列 
条 件 下 分 别 求实 数 a 的 值 . (1) 函数 图 象 关于 
原点 对 称 ; (2) 函数 图 象 关 于 x = 一 喜 对 称 . 
分 析 : 因 sin2z 十 acos2x = 二 V1 十 a2 . 


sin(27 十 wp) (其 中 tanop = a), 则 由 上 分 析 知 
党 0 Pp = kn 








tan w = 
TT nT 

2 
1" tanp=4= -1 (k € 2). 

二 、 函 数 奇偶 性 与 4 的 关系 

(车 flz) = 4sin(wz 二 9) 是 奇 函 数 , 则 
p 应 满足 什么 条 件 ? 

因 f(z) 是 奇 函 数 , 则 原点 O 是 其 图 象 的 一 
个 对 称 中 心 ,由 第 一 节 的 分 析 知 + 一生 = 
0 二 > p= 二 kr(k€ 2)(w 与 其 他 参量 无 关 ). 

@) 若 flz) = 4sin(wz + 赔 是 个 函数 风 
2 应 满足 什么 条 件 ? 

因 /(z) 是 偶 函 数 , 则 y 轴 是 其 图 象 的 一 条 
对 条 外, 由 第 一 节 的 分 析 知 <T+ 二 (3-2) 
了 (k € 2Z) (与 其 他 参量 无 





kA 十 





0 一 > % 王 KTr 十 一 
关 ). 


同 理 可 知 g(x) = 4cos(wz 十 P) 中 , 当 p = 


0-306 


kn (k € Z) 时 , 是 侦 函 数 , 当 p 一 kr 十 (he 
Z) 时 , 是 奇 函 数 . 

h(z) = Atan(wz ov) 中 , 当 p = kr (k € 
Z) 时 , 是 奇 函 数 . 

实例 分 析 与 应 用 : 

例 3 (2004 年 辽宁 高 考 ) 已 知 函 数 /(z) = 
sin ( rz- 二 ) 一 1, 则 下 列 命题 正确 的 是 …( ) 

(A) /(z) 是 周期 为 1 的 奇 函数 ; 

(B) f(z) 是 周期 为 2 的 偶 函 数 ; 
(C) f(z) 是 周期 为 1 的 非 奇 非 偶 函数 ; 
(D) f(z) 是 周期 为 2 的 非 奇 非 偶 函数 . 

分 析 : 因 w = 一 了 = 2 2 一 一; 故 
f(z) 是 偶 函 数 , 选 (B). 

例 4 (2003 年 天 津 市 高 考 ) 已 知 函数 f(7) 
二 sin(wz 十 9p) (w > 0,0<w<7) 是 R 上 偶 
画 数 , 其 图 象 关于 点 1M ( 于 ,0 ] 对 称 , 且 在 区 


间 | %, 了 | 上 是 单调 函数 , 求 o 和 的 值 
分 析 : 因 f(z) 是 侦 函 数 , 故 得 P = kr 十 
pa € Z); 


因 /(o) 的 图 象 关于 点 ( 吾 ,0) 对称 
故 有 上 <7 一 名 于 (ke 2); 
WwW WwW 4 
又 因 0 < p< 故 当 二 0 时 , 2p 二 符 
合 条 件 ; 则 w = =- 1) = -3(k eZ). 


当 = 1 时 , w = 3, f(z) 在 [0, 人 | 上 并 
减 , 满足 条 件 

当 = 2 时 , w=2, f(z) 在 |0, 了 | 上 递减 
满足 条 件 . 轩 

当下 > 3 时 , w > 二 ,f(z) 在 |0, 了 | 上 非 
单调 函数 

综 上 所 知 ,满足 条 件 的 w = 3 或 0 = 2 
TT 
三 、 具 体 图 象 中 必 的 确定 
数学 中 有 一 类 根据 具体 三 角 函数 图 象 确定 
函数 解析 式 问题 , 在 这 类 问题 中 的 确定 尤为 
值得 大 家 关注 . 通常 做 法 是 在 图 象 上 任 取 一 已 





Sn oat Sime Wo 








p= 
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知 点 (Zo,yo) 代 入 解析 式 , 考虑 到 wzo、% 的 范 
围 ， 一 般 可 确定 如 下 五 个 关键 点 :wz1 + 0 
WX2 十 9 二 pH wrx3 十 Pp 二 7, wrX4 十 9 二 pW 
We p27 

因 w 一 般 易 求 , 求 2 也 就 很 方便 . 对 yw 本 无 
限制 , 但 一 般 要 求 p € (一 ,7). 

实例 分 析 与 应 用 : 

例 5 (2004 年 辽宁 高 考 ) 阁 函数 f(z) = 
sin(wz 十 2) 图 象 (部 分 ), 如 图 1 所 示 , 则 w 和 
加 的 取信 是 eevee ( ) 

(Mw=1 p= 











图 1 
分 析 : 由 图 象 知人 = 科 - (- 开 ) = 和 
1 





T= 47 WwW 
由 图 象 知 点 ( 351 ) 在 其 上 


1 27 
l=sin[~x— 
故 mn (3 i +9) 


了 x 写 二 9 一 了 一 办 = 人 故 选 (C)， 

例 6 (2002 年 全 国 高 考 ) 如 图 2， 某 地 一 
天 从 6 时 到 14 时 的 温度 变化 曲线 近似 满足 y = 
4sin(wz 十 P) 十 人们 ) 求 这 段 时 间 的 最 大 温差 . 
( 功 写 这 段 曲 线 的 函数 解析 式 . 








201F------------- 
10|---- 一 一 

上 ，! 时 间 (h) 
O| 6 8101214 2 





图 2 
解 : (TD) 这 段 时 间 最 大 温差 是 30 一 10 = 
(下 转 第 6-49 页 ) 
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在 数 形 结 合 下 构建 图 形 的 几 个 切入 点 


315300 浙江 省 翘 溪 育才 中 学 杨 群 飞 


新 课程 标准 注重 信息 技术 与 数学 课程 的 整 
合 , 充分 显示 了 几何 动态 教学 中 画板 平台 的 作 
用 , 进一步 突出 了 数 形 结合 的 思想 方法 . 重视 
构建 几何 模型 及 其 构建 图 形 的 切入 点 , 对 培养 
学 生 的 探究 能 力 和 建 模 能 力 有 积极 作用 . 挖掘 
陈 题 、 创 新 背景 、 巧 妙 联系 图 形 解 决 常规 问题 
会 有 耳目 一 新 的 感觉 . 笔者 摘编 数 例 与 大 家 探 
讨 

1. 由 函数 式 直接 切 人 图 象 

例 1 二 次 函数 f(z) = az2 十 br 二 满 
a 
恒 成 立 . 求 a、b、c 的 值 . 

22 十 1 
分 析 : 如 图 1 由 “xz < f(z) < 于 了 " 直 
2 

接 联系 函数 y = z 与 y = 一 的 图 象 . 直 
线 = z 与 = + 的 图 象 相 切 于 点 (1,1)， 
而 y = f(z) 图 象 介 于 两 者 之 间 , 得 y = f(2) 
图 象 也 与 直线 y = x 相 切 于 点 (1,1). 所 以 

f(-1)=0, 
| f(1)=1, 


f'(1)=1. 














b 


必 | 一 


1 
人 日 
易 得 a A 








图 1 
余味 : 由 图 象 得 到 抛物 线 的 切线 , 利用 导 
数 的 几何 意义 得 了 六 (1) = 1, 列 出 三 个 一 次 式 ， 
解 出 a、b、c. 不 但 简化 了 运算 , 同时 突出 了 新 
课 标 下 导数 的 应 用 . 


2. 由 分 解 函数 切 人 图 象 

例 2 求 函 数 Jlz) = z+ 人 (sz > 0 大 > 
0) 的 单调 区 间 

分 析 : 作出 函数 y = f(z) 图 象 较 困 难 , 如 
图 2, 由 f(z) = 一 (~) 联系 函数 y = 
(z > 0) 及 y = 一 x 的 图 象 , 得 与 直线 y = 一 x 
平行 的 直线 与 曲线 y 二 (2 > 0) 相 切 于 点 
A(VE V 有 .对 任意 z， f(z) 的 几何 意义 为 图 
中 有 向 线段 NP, 由 图 2 在 线段 也 4 的 左 全 
有 向 线段 NP 随 z 的 增 大 而 减 小 ; 在 线段 BA 
的 右 侧 , 有 向 线段 NP 随 z 的 增 大 而 增 大 ， 所 
以 f(z) 的 单调 递增 区 间 为 [VE +oc); Ja) 的 
单调 递减 区 间 为 [0,V 局 )， 

hy 








图 2 


例 3 求 1(z) = zz 二 V1 一 2 的 单调 区 间 . 

分 析 : 作出 函数 了 (x) 图 象 较 困 难 , 如 图 3， 

由 f(z) = V1 一 2 一 (2) 联 系 y = V1 一 2? 

和 Y = 一 Zz 的 图 象 , 得 与 直线 y = 一 x 平行 的 直 
V2 v2 


线 与 半圆 相 切 于 点 4 7 . 对 任意 z， 


f(z) 的 几何 意义 为 图 中 有 向 线段 NP, 由 图 3， 

在 线段 BA 的 左 侧 ， 有 向 线段 NP 随 z 的 增 大 

而 增 大 . 在 线段 4A 的 右 侧 , 有 向 线段 NP 随 z 

的 增 大 而 减 小 . 因此 , f(z) 的 单调 递增 区 间 为 
V2 V2 


mm | 


一 |， 
2 
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图 3 
余味 : 通过 分 解 函数 , 把 函数 f(z) 的 几何 
意义 理解 为 有 向 线段 , 似 同 把 三 角 函 数 看 成 单 
位 圆 中 的 三 角 函 数 线 一 样 , 充分 体现 了 新 课 标 
下 向 量 作为 基本 工具 的 灵活 应 用 . 
3. 由 构造 函数 切入 图 象 





例 4 设 0 < zi < zz < 且 4= 守 阐 ， 
1 

这 = = 比较 4 与 5 的 大 小 . 
分 析 : 由 式 子 < 的 结构 可 知 ， 的 








TL 


几何 意义 为 点 (0, 0) 与 点 (z,sin zx) 的 连 线 的 斜 
率 . 联系 函数 y = sinz (0 < x < 7) 的 图 象 . 由 
图 4, 直线 OA 的 斜率 大 于 直线 OB 的 斜率 , 即 














a>05b. 
2 
A(z1, sin zl) 
1 (zx2, sin Z2) 
O 元 元 
图 4 
例 5 设 a、 为 正 数 , 比较 In 与 
lIna++Alnb 
Es 
y 
MB 
2 
"| 所 地 
图 5 
Nb 
分 析 : 由 已 知 式 子 的 结构 知 ~、 
lIna+AMlnb 
6+ 和 可 看 作 分 别 是 点 A(a,lna) 与 


B(b, Inb) 所 成 的 有 向 线段 AB 的 定 比 为 和 的 分 
点 的 横 、 纵 坐标 , 因为 ^ 大 于 零 , 由 A4P = 和 PB 
知已 是 有 向 线段 4 万 内 分 点 ， 联 系 对 数 函 数 
y = lnz 的 图 象 , 由 图 5， 点 MX 的 纵 坐 标 大 于 


a+A na 十 和 mp 
点 忆 的 纵 坐 标 人 
点 忆 的 纵 坐标 》 即 ]n 1 入 1 入 
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余味 : 从 式 子 的 结构 和 意义 入 手 , 抓 住 动 
点 变化 的 轨迹 , 构造 函数 , 切入 图 象 , 对 学 生 建 
模 能 力 的 培养 无 疑 是 有 积极 作用 的 . 

4. 由 转化 函数 切 人 图 象 

例 6 求 函数 y = 72 十 V1 一 2 的 值 域 

分 析 : 把 此 问题 转化 为 “关于 z 的 方程 
vI 一 22=y 一 2 有 解 , 求 y 的 范围 "等 从 于 “ 关 
于 Zz 的 方程 V1I 一 2 = m 一 有 解 , 求 m 的 
范围 ”, 如 图 6, 联系 函数 y = V1 一 22 和 yy = 
m 一 2 图 象 , 要 使 两 图 象 有 交点 ,， 则 有 一 1 < 
m < V2, 所 以 函数 值 域 为 [一 1, V2]. 


2 





图 6 

余味 : 转化 函数 切入 解析 几何 中 的 常见 曲 
线 , 把 曲线 间 有 公共 点 的 问题 转化 为 新 课 标 下 
类 似 线性 规划 问题 , 突出 了 知识 交汇 点 的 融会 
贯通 . 

例 7 解 不 等 式 log5 (1 十 VZ) > logie XY. 

分 析 : 令 寺 = Vz, 不 等 式 转化 为 log5(1 十 
t) > logat, 联系 y = logst 和 YY = log5(1 十 思 
图 象 ， 由 图 7, 两 个 图 象 都 经 过 点 (4,1), 因此 
0<t<4, 所 以 0<zx<16. 








图 7 


例 设 b、c 是 不 全 为 零 的 非 负 实数 , 求 
Q0 十 20C 吧 
人 


分 析 : 当 ! = 0 时 ， 
一 十 2. 一 
当 0 0 时 ,y = 作息 一 , 令 
PO 
WO 
(下 转 第 6-21 页 ) 


C 


a 
pe 
bb 
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例 痰 平面 几何 中 国 的 性 质 在 解析 几何 中 的 应 用 


225500 江苏 省 姜 握 中 学 张 圣 宣 


解析 几何 是 在 建立 坐标 系 的 基础 上 , 用 坐 
标 表 示 点 , 用 方程 表示 曲线 , 通过 代数 运算 处 
理 几 何 问题 的 一 门 数学 . 但 是 , 一 味 强调 解析 
几何 中 的 计算 , 有 时 会 导致 烦琐 的 过 程 . 而 如 
果 在 进行 计算 的 同时 能 综合 考虑 几何 因素 , 则 
往往 能 够 简化 运算 .以 “ 圆 " 为 例 , 在 解析 几何 
中 , 涉及 到 直线 和 圆 的 有 关 问 题 时 , 阁 能 抓 住 
题 设 中 图 形 特征 和 数量 关系 , 充分 利用 平面 几 
何 中 圆 的 有 关 性 质 , 党 可 得 到 简捷 解法 . 

1. 巧 用 “ 垂 径 定理 ” 

例 1 已 知 4(3,0) 是 圆 世 十 多 = 25 内 
的 一 个 定点 ， 以 4 为 直角 顶点 作 直 角 三 角形 
ABC, 且 点 B、C 在 圆 上 , 试 求 BC 中 点 M 的 
轨迹 方程 . 














图 1 

分 析 : 如 图 1,，B、C 都 为 圆 上 的 动 点 , 者 
设 出 B、C 的 坐标 , 引进 角 参 数 , 将 导致 繁复 
的 运算 .如果 注意 到 由 “ 垂 径 定理 * 知 OM 上 
BC (0O 为 原点 )， 那么 再 结合 人 LCAB = 90?， 
[AM| = |BM| = |ICM|= 5120), 即 可 迅速 
解 题 . 

解 : 设 M(z,yg 连结 OC、OM、M4, 则 
由 '“ 垂 径 定理 ” 知 ， 

… 1M 为 BC 的 中 点 , “. OM 上 BC， 

“. |IOM|? + |MC|? = 10C|2 

… 在 直角 和 人 4BC 中 ， 


AMI=|BM|=ICM| = 让 BCl 

|OM2 + |AM|? =10C|?， 

即 z2 十 2+(z 一 3) 十 2 一 25 . 

“MM 点 的 轨迹 方程 为 

z2 十 2 一 3z 一 8=0. 

2. 巧 用 “切割 线 定理 ” 

例 2 已 知 直 线 y = mz (me& R) 与 圆 C : 
22 十 只 一 6z 十 5 = 二 0 相交 于 两 点 P、Q, 则 
OP.00=  . 

分 析 : 将 直线 方程 代入 到 圆 方程 (z 一 3)2 十 
这 = 4 中 , 进行 消 元 , 利用 韦 达 定理 解 题 , 运算 
较 繁 . 注意 到 向 量 OP 与 OQ 方向 相同 ,用 “ 切 
割 线 定理 ”来 解 题 , 可 得 以 下 两 种 简 解 . 

解法 一 : 过 原点 O 作 圆 的 切线 ， 设 切 点 为 
M, 则 由 “切割 线 定理 ? 知 , |OP|:|08|=|OMP 
= 一 |0C| 一 4=5. 

向量 OP 与 O00 方向 相同 , 

“. OP.00=|0P|.I0Q|=5. 

解法 二 : 圆 C 与 z 轴 有 两 个 交点 A(1,0)、 
B(5,0), 

… 向 量 OP 与 O06 方向 相同 ， 

由“ 切 制 线 定理 " 知 ， 

OB .06G=|OP|.|09|=|04| .10B|=5. 

例 3 一 圆 过 两 点 4(2,1)、B(10,5), 目 与 
2Z 轴 切 于 点 C, 则 点 C 到 原点 0 的 距离 |0C| = 























分 析 : 若 求 出 该 圆 的 方程 后 , 再 利用 直角 
三 角形 求 OC 的 长 , 运算 较为 繁琐 .注意 到 隐 
含 条 件 4、B、O 三 点 共 线 , 根据 “切割 线 定理 ” 
得 , IOCP? = 104|:|0B|= 25, 则 |OC| = 5. 

3. 巧 用 “相交 弦 定 理 ” 

例 4 已 知 f(x) = (z 十 2004)(z 一 2005) 
的 图 象 与 + 轴 交 于 两 点 4、B, 与 y 轴 交 于 一 点 
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C, 过 A4、B、C 三 点 作 一 圆 , 则 该 圆 与 y 轴 的 
另 一 个 交点 DD 的 坐标 为  __. 

分 析 : 阁 写 出 圆 的 方程 后 , 再 求 点 也 的 坐 
标 , 将 会 导致 繁复 的 运算 . 注意 到 A4A、B 两 点 
的 坐标 分 别 为 (一 2004,0)、(2005,0), 而 点 C 的 





坐标 为 (0, -2004.2005), 根据 “相交 弦 定 理 "可 
得 , Il04| :10B| = |0C| .10DI, 所 以 |0D| = 
1, 从 而 DD(0,1). 


例 5 过 原点 O 且 方向 向 量 为 (m, 1) 的 直 
线 世 与 圆 C : (2 - 一 1)* 十 人 二 4 相交 于 P、Q@ 
两 点 ， 则 OZ. 0OG = = 

分 析 : 回 C 与 4 轴 交 于 两 点 4(_1 ,0)、 

刀 (3,0)， 利 用 “相交 弦 定 理 ? 得 |04| : IoB | = 
10OP| .10Q8|, 因而 [OP| :108| = 3. 注意 到 向 
量 OP 与 00 方 向 相反 , 则 OP.06 = 一 |OP|. 
IOQCI = 一 

4. 巧 用 圆心 角 、 圆 周 角 等 的 性 质 

例 6 设 直线 i: 3z 二 47 十 mm = 0 与 圆 C : 
22 十 好 十 2 一 2 = 0 相交 于 P、Q@ 两 点 , 则 当 
mm 为何 值 时 , OP 上 0Q? 

分 析 : 基本 思路 是 直线 方程 代入 圆 方程 , 消 
元 后 利用 zx1x2 十 Yiy2 = 0 来 求 m% 值 现 借助 
于 圆 的 几何 性 质 可 有 如 下 巧 解 . 

解 : 如 图 2, 因为 圆 C : 2? 十 十 x 一 2y = 
0 过 原点 O, 则 ZPOQ 是 圆 C 的 圆周 角 , 且 为 
直角 . 根据 “ 圆 中 90° 的 圆周 角 所 对 的 弦 是 直 
径 ? 可 知 PQ 为 圆 C 的 直径 , 即 直线 37 十 4 十 
m = 0 过 圆心 C (到 可 代入 直线 ! 的 方程 

5 


1 
得 , 3 x (3) +4x1tm=0 人 We 











hy 
Pp 








图 2 
这 盆 
例 7 (2000 年 全 国 高 考题 ) 椭 圆 + 和 
= 1 的 焦点 为 用、 及， 点 也 在 椭圆 上 ， 当 
LLP 为 钝 角 时 , 点 己 横 坐标 的 取 值 范围 是 
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解 : 如 图 3， ek 为 直径 作 圆 2 十 = 
5, 与 本 国富 二 后 一 1 豆角 向 曙 线 交点 
折 卉 和 村 分 别 为 了 VB =v5 根据 “ 圆 中 同 
一 条 弦 所 对 的 圆周 角 小 于 它 所 对 的 圆 内 角 ” 这 
一 性 质 知 , 点 忆 在 椭圆 的 4B 或 CD 弧 线 (如 图 
3, 在 辅助 圆 内 ) 上 时 ， 0 为 钝 角 ， 故 点 P 
横 坐 标的 取 值 范围 是 A <z< 5V5. 





OO 
ey 
Sl 





图 3 
例 8 iy 平面 直 
角 坐 标 系 中 , 给 定 y 轴 正 半 轴 上 两 点 A(0, a)、 
B(0,b) (a > > > a 试 在 z 轴 正 半 轴 上 求 一 点 
C, 使 和 4CB 取 得 最 大 值 . 
hy 


A 





名 
ol CC 了 


图 4 

解 : 设 C 是 z 轴 正 半 轴 上 一 点 ， 在 ^A4BC 
中 ， 由 正弦 定理 有 sin Z4CB = 一 = , 其 中 忆 
是 人 4ABC 的 外 接 圆 的 半径 . 可 见 , 当 且 取 最 小 
值 时 , <4CB 取 得 最 大 值 . 

在 过 4、B 两 定点 且 与 x 轴 正 向 有 交点 C 
的 诸 圆 中 , 当 且 仅 当 点 C 是 圆 与 + 轴 相 切 的 切 
点 时 , 半径 最 小 . 故 切 点 C 即 为 所 求 . 

由 切割 线 定 理 , 得 0C2 = 0O4.0B = ab， 

.OC = zz = Vab, 即 当 点 C 的 坐标 为 
(Vab,0) 时, Z4CB 取 得 最 大 值 . 

由 以 上 几 例 可 以 看 出 , 有 时 在 解决 与 圆 有 
关 的 问题 时 , 往往 只 要 充分 挖掘 圆 的 几何 性 质 ， 
再 将 几何 条 件 代 数 化 , 既 可 以 迅速 获得 解 题 途 
径 , 又 可 以 减少 解析 几何 的 运算 量 . 
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I9 用 一 个 个 等 式 求 最 值 


750001 宁夏 银川 市 第 九 中 学 田 诬 武 马 小 林 


贵 刊 2004(11) 发 表 李 建新 老师 《 巧 用 向 量 
求 值 》 一 文 ( 以 下 简称 原文 ), 经 笔者 研究 发 现 ， 
原文 中 的 最 值 问 题 都 可 以 用 下 面 的 一 个 不 等 
式 加 以 解决 , 而 且 相 比 之 下 较 原文 在 处 理 上 似 
更 简单 一 些 ， 故 写 此 文 和 大 家 交流 

定理 “ 若 实数 %. 人 zy 满足 石 十 页 1 
则 a? 十 BD 之 (z 二)>. 

、 2 ，72 2 12 /7 玫 

证 明 : a* 十 0 = (a + 中 (要 + 禾 ) 





D2 





> 到 十 只 十 22y = (z+). 
由 证 明 过 程 易 知 等 号 成 立 的 条 件 是 三 = 
y 
人 
注 : 这 个 不 等 式 的 条 件 是 一 个 椭圆 方程 , 故 
称 此 不 等 式 为 椭圆 不 等 式 . 
1. 求 满足 整 式 方程 的 未 知 数 的 代数 式 的 
最 值 
例 1 (1988 年 广东 省 高 考题 , 原文 例 1) 已 
知 Z、y 满 足 必 十 仿 一 27 十 4y 二 0, 求 x 一 2y 
的 最 值 . 
解 : 2 十 2 一 27 十 4y = 0 < 全 


人 y=” -~ 1, 依 定理 有 5420 > [z+ 
2(-y 一 2)]*, 即 (z 一 2y 一 5)? < 25, 解 得 0 < 
z 一 2y < 10, 当 且 仅 当 z-1 = 一 如一 且 z?++ 
一 27 十 4y = 二 0, 即 

当 7x = y= 0 时 , (z — 2y)min = 0; 

当 z = 2, y = —4 时 , (z — 2y)max = 10. 

例 2 (第 10 届 ' 和 希望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 
高 二 培训 题 ) 已 知 a.5 € R, 有 晶 a 十 b 十 1 = 
0, 求 (a 一 2)? 十 (5 一 3)* 的 最 小 值 . 

解 令 (o-2)24(0-3)2 一心 则 到 二 人 





(2— 1 
人 











_ 22 
也 一 3) _] 由 定理 得 对 > (o+b -5)2 = 


上 一 6) 二 36, 即 上 > 18, 当 且 仅 当 a 一 
2==b5-3 有 a 十 b 十 1 = 0 时 , 即 a = 一 1, b= 
0 时 , tin = 18, 从 而 (a 一 2)? 十 (5 一 3)? 的 最 
小 值 为 18. 

2. 求 满足 三 元 一 次 方程 及 三 元 二 次 方程 
的 未 知 数 的 最 值 

例 3 (1993 年 上 海 市 高 三 数学 竞赛 试题 ， 
原文 例 3) 已 知 实数 7X1、X2、X3 满足 方程 x 十 
Bs 1 及 zt 十 373 十 了 23 二 3, 求 zs 
的 最 小 值 . 


1 1 1 
解 : Z1 十 二 Za 十 二 23 = 二 1 > X11 十 二 x2 一 





2 3 2 
1 2 1 » 
1 一 =73, a = 3 < 
[5 上 
2 DZ2 
2 
本 一 + = 1, 由 定理 得 


ea 
373 之 3 XZ1 To22 
过 3>3 (1-3 ) 
0 Be 
1 
人 < Z3 <3, 
21 
从 而 zs 的 最 小 什 为 一 二 (此 时 z1 = za = 
12 
11 . 
3. 求 满足 整 式 方程 的 未 知 数 的 分 式 的 最 
值 


例 4 (1990 年 全 国 高 考试 题 ) 如 果实 数 和 
y 满 足 等 式 (x 一 2)? 十 包 = 3, 求 二 的 最 大 值 . 


6-42 堵 学 才学 


解 : 令 < = 及 则 y = kz, 由 已 知 等 式 (zx 一 


2k — kx) kr)? 
2)2 十 刀 = 3 可 得 一 下 站 = 


.…. 由 定理 得 3 十 3k? 4k?, 即 达 入 3， 





.V3 < kvV3, 
2k—kr kz 
当 目 仅 当 一 一 = 他 
(x ss 2)? 十 2 一 D) 
即 z = 2 二 次 时 kmax = V3. 从 而 
的 最 大 人 为 V3 V3. 


例 5 (第 9 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 高 
二 第 1 试 ) 若 实 数 z、 适合 方程 了 十 多 一 27 一 
4 十 1=0， 那么 代数 式 一 5 5 的 取 值 范围 是 





解 邻 一 二 4 则 tr 一 y 十 2t 二 0, 由 
1 +(y—2) 


已 


4t2 4 ? 

… 由 定理 得 42 二 4>( 弛 一 y2 一 划一 
12 
(2 一 30)?, 解 之 得 0<t< 二 ( 当 z 一 y= 


11 36 了 


0 > t=0:: 一 一 一 一 一 ”一 一 
时 ， 站 13’Y 





z 

例 6 (第 10 届 ' 希 望 杯 " 邀 请 赛 数学 竞赛 
高 二 试题 ， 人 J y 满 足 方 程 
(Zz 十 2)? 十 











解 : a 二 包 a = kr— 2k+ 
= Ey 2 

1, (z+2) + =1 < Cs 
一 

由 定理 得 

R22+1> [kz — 2k) + (kz — 2k+1)]? 

二 (1 — 4k)’, 

解 得 0 之 之 i eR 
1 时 ， i 

og 


4. 求 满足 不 等 式 的 未 知 数 的 最 人 
例 7 (2003 年 “希望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 高 
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二 试题 ) 若 27 十 y >1 人 = 人 2 一 2 十 Z2 十 67， 
则 亿 的 最 小 值 等 于 a nn es ( ) 


[的 二 三 


解 : u = 二 一 2y 十 X22 十 67x 和 全 

WY 一 _ 1 依 定理 及 条 件 有 5(w+10) > 

人 十 10 se ” 
(2z+y+5)* > 36, 即 > 一 一 10= 


5 TE 
目 仅 当 2 二 一 y 一 1 目 2z+y 一 1 时 , 即 


z= -3,g= 二 时 i 故 选 (B ). 
例 8 (第 11 届 “希望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 
高 二 第 1 试 , 原文 例 11) 设 > 5 > 目 


性 成 立 , 则 nn 的 最 大 


4(z + 3)? 
4(w + 10) 








十 








b—cec > 


1 1 1 
ee Ee A 
解 人 人 


二 1, 从 而 t(a 一 0) >(1 二 1]) 三 生 由 





1 
t(b— ao) 
已 知 得 a 一 c > 0, 故 t > = 即 

1 十 1 > 4 

a—b bce ” ae 

.… nn 的 最 大 值 是 4. 

5. 求 无 理 函 数 的 值 域 

例 9 (1994 年 上 海 市 高 三 数学 竞赛 题 , 原 
文 例 5) 求 函 数 y = V1994 一 zx 十 Vz 一 1993 
的 值 域 . 

解 : 由 1994 一 x > 0 且 x 一 1993 > 0 得 
1993 < 2 < 1994, 两 边 平方 易 得 y > 1 ( 当 
2 = 1993 或 x = 1994 时 取 等 号 ). 

Rl 7 7 一 1993 “二 二 证 二 
(V1994 — z+ Vz 一 1993)2, 即 V1994 一 x 十 
Vz 一 1993 < V2( 当 x = 1993.5 时 取 等 号 )， 
故 函 数 y = V1994 一 + 十 Vz 一 1993 的 值 域 是 
1<y<wv2. 

6. 求 满足 分 式 方程 的 未 知 数 的 代数 式 的 
最 值 

例 10 (第 基 届 “希望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 
高 二 培训 题 ) 设 X、y、a、b < Rt+t,， 有 = 十 = 
1, 则 z 十 y 的 最 小 值 为 
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解 : 依 定理 有 Zz 十 y > (Va 十 V0)?, 当 且 
Va Vba Db 


人 A 
Vo),y = VO Vat vO) 时 , (z+Y)min = (Va+ 
VD)2. 

例 11 (1998 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ， 
原文 例 6) 已 知 z、y € (0, 十 00)， | 十 一 = 
1, 求 z 十 y 的 最 小 值 . 

解 : 由 已 知 条 件 和 定理 有 2 十 y > (V19 十 


V98)? = 117 + 14V38. 

当 且 仅 当 * 2 = Up 且 二 + 了 = 
a i (Z 十 
ymin = 117 十 14V38. 

nr 





SQ 


(0) 其 中 @i 与 刀 同 号 (i = 1 2,…,n)， 
证 明 ; 由 Cauchy 不 等 式 及 已 知 条 件 有 
n b? 
总 -六 > 
7， 求 使 多 项 式 函数 取 最 值 的 未 知 数 的 值 
例 12 (2001 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 
原文 例 7) 求实 数 zy 的 信 , 使 得 (y 一 1)2 二 
(zx 十 y 一 3)? 十 (27x 十 y 一 6)? 达 到 最 小 值 . 
解 : 令 (y 一 1)? 二 (z+y -3)? + (22+ 


(1—y) (2z+2y—6) 
一 二 站 SS -二 
一 6 六 = 已 则 十 


2 
号 9 一 小 ]， 由 定理 的 推广 得 6t > 
[es -2y—6)+(6—2x— y=1, 
即 t 之 二 6， , 当 且 仅 当 








1—y _ T+Yy- 3 6——27—y 
1 2 1 | 
5 5 3 
即 z= 3,Y = 和 时 ， A 十 (ZT 十 y 一 3)“ 十 


(2z +y 一 0)? 取 到 最 小 值 3 

8， 求 满足 分 式 方程 的 未 知 数 的 分 式 的 最 
什 

例 13 (1990 年 首届 “希望 杯 * 全 国 数学 禾 
请 赛 培训 题 ， 原 文 例 8) 已 知 z、 yz < 有 +， 
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2 




















2 
ba y 色 oe 
A 
1 十 到 “1 + 太 人 二 
yy 
i + 了 二 万 的 最 大 人 
2 22 
:由 一 +- + 一- =? 
解 :由 T3312 了 二 加 易 知 
ay 
1+z2 1+ 1+2 
2 了 2 22 
一 十 一 一 2 < 
re er 
2 2 2 
(过 yy 二 
人) 
EE 
工 十 Z2 12 1 十 22 
衣 尖 理 的 推广 可 者 
让 i 
2 
7 y Z 
之 re 
(有 
即 
7 y z 
一 
(es eee 
0 
MK 和 + 了 二 去 的 最 大 人 
为 V2 ( 当 且 仅 当 z = y =z = V2 时 取 到 最 大 
值 ). 


9. 求 无 理 式 的 最 值 

例 14 (第 8 届 ' 和 希望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 
高 二 试题 , 原文 例 9) 如 果 a 十 5 十 c= 二 1, 那 
么 V3a 二 1 十 V30 二 1 十 V3c 十 1 的 最 大 信和 是 
多 少 ? 











解 : 由 条 件 知 

(3a 十 1) 十 (30 十 1) 十 (3c 二 +1)=6, 
3a 二 1 30+1 3c+1 

则 6 三 | 

由 定理 的 推广 得 


Te er 

re en 
( 当 且 仅 当 4a =5= c= 时 取 到 最 大 信 ) 

10. 求 三 角 函 数 的 最 值 

例 15 (1999 年 “希望 杯 ? 数 学 邀请 赛 ， 山 
西 .江西 .天 津 赛区 高 二 试题 , 原文 例 12) 设 函 
ee 
小 值 为 N, 则 息 是 多 少 ? 

解 : 由 1 < tan x < 3 容易 知道 VtanxX 一 1 
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与 直线 方程 有 关 的 三 个 最 值 问 题 


200436 上 海 大 学 附 

在 解析 几何 中 , 以 下 问题 比较 典型 ， 如 图 

1, 直线 1 过 点 卫 (1,2), 分 别 交 z 轴 、y 轴 正 半 

轴 于 4、B 两 点 车 再 添加 一 条 件 , 就 可 确定 

直线 1 的 方程 , 由 于 问题 涉及 直线 与 坐标 轴 的 

交点 , 故 可 考虑 直线 的 截 距 式 方程 , 设 直线 1 : 

了 了 十 二 = 二 其 中 4(o,0)、B(0, 中 ,然后 待定 求 

解 . 本 文 将 在 此 条 件 下 , 对 三 个 最 值 问题 给 出 
解答 , 并 作出 几何 解释 


y 








oO| A x 
图 1 
问题 1: 人 4O 忆 面积 何 时 最 小 ? 
1 

由 图 形 知 , 人 AOB 的 面积 S = 5 中 有 最 小 








信 因为 直线 ! 过 点 P(1,2), 所 以 二 十 了 二 
欲 使 40OB 的 面积 最 小 , 由 均值 不 等 式 可 得 
1=-+7>2 二 所 以 ab >8, 即 A4OPB 
的 面积 有 最 小 值 4, 当 且 仅 当 a = 2, 5 = 4 时 等 
号 成 立 . 此 时 直线 1: 十 =1. 











2 4 

yl 

Bs 
Q 

ol A\A 歼 
图 2 


注意 到 此 时 卫 怡 好 为 线段 4B 的 中 点 . 该 
问题 的 几何 解释 为 :为 第 一 象限 内 一 点 , 过 PP 
的 直线 交 坐 标 轴 正 半 轴 于 A4、B 两 点 , 当 书 恰 
好 为 线段 4B 的 中 点 时 , 人 40B 的 面积 最 小 . 
如 图 2, 另 有 过 书 的 直线 交 坐 标 轴 于 点 A1、B1. 


TTA rr rr 


V3 一 tanz 之 V2( 当 tanz =1 或 tanz = 二 3 
时 取 等 号 ), 即 N = V5 
又 有 tanz 一 i en 二 1, 由 定理 
i 
从 而 可 得 
Vtanz—1+V3—tanrz<2( 当 tanz = 
2 时 取 等 号 , 即 M = 2 ,故去 = 三 a 
11. 求 对 数 函 数 的 最 值 
例 16 (第 13 届 :希望 杯 ” 全 国 邀 请 赛 高 二 
培训 题 , 原文 例 13) 已 知 ab = 1000, a > 1， 
b> 1, 则 VITlg4a 十 VIIg5 的 最 大 值 是 多 
人 少 ? 
解 : 由 已 知 易 得 
(1+lgo)+(l+lgd)=5, 
1 二 lga 相 1 十 lgb 


" 5 5 ’ 


10> (vi+lga+ vi+lgo)?, 

从 而 Vilga+ vi+lgb < v10, 

即 VIT 二 lga 十 VTi 十 lg5 的 最 大 值 是 V10 
( 当 且 仅 当 a = 5 = 10V10 时 取 到 最 大 值 ). 

以 下 两 题 可 供 练习 . 

1. (1990 年 日 本 IMO 代表 队 第 一 轮 选 拔 赛 
题 ) 设 I、y、z ER+, 有 上 且 zz 十 y 十 2 = 了， 求 = 十 
了 + 二 的 最 小 什 (答案 :36) 

2. (第 12 届 "希望 杯 "全 国 数学 邀请 赛 高 一 
培训 题 ) 函数 y = V3z 一 V1 一 的 最 小 值 为 
(答案 :一 2). 

参考 文献 

[1] 李 建 新 . 巧 用 向 量 求 值 . 数学 教学 .2004. 
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过 4 作 BBi 的 平行 线 , 交 A1B1 于 点 Q@, 易 知 
AQBBi 为 平行 四 边 形 , 故 SApAQ 二 SAPBBi， 
所 以 SAoA1B1 一 5Ao4B = 9Ao44; > 0, 即 
当 了 为 4B 中 点 时 , 人 40B 的 面积 最 小 . 可 以 
知道 , 当 人 40B 不 是 直角 时 , 命题 仍然 成 立 . 

问题 2: 俯 AOB 周 长 何 时 最 小 ? 

俯 40B 的 周 长 C=a+b+ Va 十 避 , 其 
中 二 十 了 = 1， 这 是 关于 a、b 的 条 件 不 等 式 
可 先 将 Ve? 十 中 放 缩 为 a、5 的 一 次 式 , 再 利用 
不 等 式 求 最 小 值 . 此 处 需 两 次 利用 不 等 式 , 为 
使 不 等 式 两 次 取 等 号 时 , a、5 取 值 一 致 ,可 引 

入 待定 系数 0. 

设 9 € (0, 字 ), 则 


Va?+0b2 = (a? + 02)(cos?20 + sin? 0) 
之 Wo 


) 即 = 


Sin 0 


时 











当 且 仅 当 
= 7 
等 号 成 立 . 所 以 
C=a+b+i+ Vet+i+b 
之 a(1l 十 cos9)+b(l1 ++sin9) 


二 [a(l1 十 cos0)+b(l1 + sin 9 人- 


coOSO 


一 3 十 cogs0 十 2Sin0 


2a(1 二 cos0)  b(l + sing) 
b a 
之 3 十 cos0 二 2sin09 

十 2V2(l1 十 cos9)(l + sing9), 

2a(l 1 1 
当日 仅 当 Q( + e050) 时 b( + 

时 ， 故 
sin20 2(1 十 cosb) 





5 1 二 sin0 

再 结合 sin20 + cos20 = 1 可 得 , sin0 = 
2 cos0 = =， 所 以 a = 2 b= ， 直线 
1 :47z 十 3y = 10, 此 时 人 4A40B 的 周 长 最 小 , 为 
~ i 

此 时 的 几何 意义 可 解释 为 , 以 O、P 卫 为 焦 
点 的 椭圆 与 <、y 正 半 轴 交 于 4、B, 当 A、P、 
B 三 点 共 线 时 即 为 所 求 ， 如 图 3, 由 椭圆 的 光 
学 性 质 知 , 光线 可 从 O 〇 点 出 发 , 射 向 已 点 , 经 椭 
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圆 壁 反射 , 经 过 点 已 、4 可 回 到 O 点 . 根据 费 
马 原理 , 此 时 和 人 40 已 的 周 长 最 小 本文 猜测 ， 
当 Z.4O 已 不 是 直角 时 , 对 应 的 几何 命题 仍然 成 


立 . 











图 3 


问题 3: ”线段 4B 何 时 最 短 ? 

线段 4B 的 最 小 值 与 人 40B 的 周 长 最 小 
值 求解 方法 关 似 ， 过 程 更 简单 . 

设 0< (0,), 则 

Va + = (a?+b)(cos?0 二 sin20) 

之 acos0++bsin0 


J < 
= (acos0+ bsing) (: 十 3) 


2 0 
= cos0+2sin0+ 盖 一 


> cog0 十 2Sinb0 十 2V2sm goo, 
第 一 个 不 等 式 等 号 成 立时 , 


bsing 

















0 
第 二 个 不 等 式 等 号 成 立时 , 入 二 ns 
el es 2 十 立 2， 
此 时 线段 4B 长 最 小 为 0 
1: 
是 人 二 EEE 
B 
BB 
O A T 
图 4 


该 问题 的 几何 解释 为 ,长度 为 4 的 线段 
AB, 两 端点 分 别 在 x 轴 、y 轴 正 半 轴 移 动 , 当 
点 卫 恰 好 在 线段 4B 所 形成 的 包 络 上 时 , d 为 最 
小 值 , 经 过 点 呈 的 线段 AB 即 为 所 求 . 长 度 为 

(下 转 封底 ) 
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641. PP 为 人 ABC 的 内 心 ,射线 BP 交 AC 全 = 30°, ZA = 60°. 
于 Q, 当 FB + PG = PG 时 ' 求 《4 的 大 小 “ 当 南 + 南 - 南 时 i 
a 642， 设 M、N 分 别 是 矩形 4BCD 的 边 
5 十 D 十 9, 如 图 | BC、 DA 的 中 点 ,MN 交 AC 于 点 O， 若 线段 
A OA 上 存在 点 也 , 使 直线 PN 被 直线 CD 和 直线 
AC 所 截 得 的 线段 长 PQ 等 于 PM, 求 和 ACD 
; 包 的 取 值 范围 
解 : 如 图 2, 记 Z4CD = a, 则 a < > 延 
B a C 长 PM、DC 交 于 五 , 连接 MQ. 记 LP = 0 
图 1 由 条 件 知 , O 为 MN 的 中 点 . 且 MNVWPGQ , 故 
和 255 = 5 = 5, BC = CQ. 从 而 MB = 
SE Pe Pe Mo,ZMOC=6,ZPMO = 26. 


. PB a C Q 十 < 






































PB Si 
PO . 
S1 一 
又 sn = 又 由 PQ = PM 知 
LZPQOM = 28, LPQOC = 36. 
 B_ /oo . 工 二 昌 
snoV 0 由 卫 在 线段 0O4 上 知人 PQC < =- 于 是 
人 
se c(p—b) a+tc Ps; 
少 = Wp RS SR el 
~ DA 2ND 2ND 
c(p—b) a+c—b 2(p—0) 1/C8 DG 
bp—-e) bb bob 2\MC ND 
即 bc = 4(p— 5)(p— eo). 三 3(cotB — cot 36) 
.4 (p—b)(p—ce) 1 sin 26 cospb 
睛 ET i A 
于 是 sin be 2 2sinBsn3g sn36 
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ni V3 
> cos 二 = -一 . 
COS 6 5 


等 号 成 立 的 条 件 是 = 上, 故 0 < LACD 
< arccot 2 即 


ZACD 的 取 值 范围 为 (o arccot 加 


643. 设 Qil、Q2、Q3、Q4 > 0, 上 且 ai 十 as2 十 

Q3 十 Q4 = Ti 求证: 
sin(al 十 az) sin(a2 十 as)sin(a3s 十 a4) sin(aa4 

十 ai) > 4sin al sin ao2 sin os sin Qa. 

证 : 作 A4BC , 使 BAC = ay ZBC4 
二 as( AC 长 任意 ). 再 作 和 ABC 的 外 接 圆 , 半 
径 记 为 R. 在 人 4BC 形 外 , 作 人 CAD = al， 
AD 与 人 ABC 外 接 圆 相交 于 点 D, 连 CD. 

A 


1 


图 3 
“Ql 二 Q2 十 Q3 十 人 <ACD 
=ALBAD+ABCD=7 
二 Q1 十 Q2 十 Q3 十 Q4， 
.“. LACD = a4. 
于 是 由 正弦 定理 ， 
AC = 2Rsin(ast+a1) = 2R sin(azt+a3), 
BD= 2Rsin(ai+a2) = 2R sin(as+aa), 
AB = 2R sin a3, BC = 2R sin oa», 
CD = 2Rsinai, DA = 2Rsinaa. 
故 原 不 等 式 等 价 于 
AC?.BD?>44AB.BC.CD.DA. 
后 者 是 显然 的 , 这 是 因为 由 托 拉 密 定理 ， 
AC.BD= AB.CD+ BO.DA > 
2VAB. BC.CD.DA. 
644. 设 zi(i = 1、2、3、4) 为 正 实数 , 满足 
和 1,21 十 22 < 5,7T1 二 Yoo 十 X23 所 14,21 十 
7X2 十 X3 十 x4 过 30, 求 





1 1 1 
(大雪 21 十 二 202 十 二 23 十 14"4 的 最 大 值 . 


2 3 
解 : 令 
4 三 01 一 1 


Yy2 三 01 十 22 一 5， 


Vy3 一 21 十 Z2 十 03 一 14， 





4 三 021 十 Z2 十 Z3 十 04 一 30， 
0(i=1.2、3.4), 量 
21 三 UVl 十 |， 


22 二 一 Vi 十 Vy2 十 4， 
2Z3 二 一 y2 十 V3 十 9， 
24 三 一 V3 十 V4 十 16. 


则 yi; < 


于 是 


1 
ee Le 


1 1 
+3(-y2+ys+9)+7a( 
二 3 5 + Toy3+ jy 十 10 < 10， 
当 负 一 2Z1 一 1=0y 一 2Z1 十 22 一 5 一 
0,y3 = Xi 十 X2 十 X3 一 14 二 0,y4 三 01 十 Za 十 
2Z3 十 24 一 30 = 二 0, 即 z1 1, xz2 = 4),Z3 
9, x4 = 16 时 , Uiwax = 10. 
645. 设 忆 及 1 为 一 平面 内 的 一 定点 及 一 
定 直 线 , 过 已 作风 条 直线 1 12, …, In(n 之 
> 如 果 这 nn% 条 直线 中 相 邻 的 两 条 所 成 的 角 都 
= 人 ,mn), 求 
证 : 为 定 值 . 
是 如 图 4 A Mi = 0, 则 
ZLPMiM,=— dy LPM2M, = 2 


(一 DT 


一 V3 十 Ya 十 16) 








0, LPM_1M > 





Mi M2 'Ms Mn 
图 4 


。 Sin | 一 一 0 
Sin0 下 太 


PM PM, i) 
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1 sin? (= 一 9) 





“PM PhM2sin20 
sin? (= 一 让 
也 
一 .3 
同 理 ， PM? PMasin0 ， 
,Nn. 
于 是 
Nn 1 1 A 2 iT 
—— CO sin [(——0 
乞 PM? PM2sin20 名 ) 
> 
1 一 cos ( 莹 室 2g) 
c= 3 A 
PM2sin?0 A 2 
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本 PM?2sin?0 Bb 2 (至 加 20) 
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COS (至 一 20) 


(到 一 2 ) sin a 
i=l1 nN Nn 
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一 Sin (= 一 20) } 
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显然 ， PM? sin? ,为 吕 三 到 直线 (距离 的 
平方 为 证 信 ,所 以 六 U7z 为 定 什 
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646， 如 图 5, 在 A4BC 中 , LC = 424， 
CD 是 角 平分 线 , 日 4D = DC 上 + BO, 求 和 4、 
LB、LC 的 大 小 . 





B 
Wo 
A C 


图 5 
(福建 ” 陈 四 川 供 题 ) 
647. 若 实 数 a 满 足 a? 一 a 十 a = 2, 求证 : 
/3 <a< 总 2 . 
(湖南 厉 倩 供 题 ) 
648， 设 pi、p2 € Z1,p: < p2，, 若 存 在 
ab € Z+, 使 得 pi = 二 2 十 1,p2 二 妨 一 1, 则 
对 n € ZT, 当 pin 十 TI 和 p2n 十 72(71、72 E 
Zt,71 < Dl7a < Do2) 均 为 平方 数 且 parl > 
P172 时 , 数 (pi1 十 Pp2)n 十 (71 十 72 十 p271 一 p172) 
必 非 质数 . 
(四 川 方 廷 刚 供 题 ) 


649. 非 负 实数 a、5、c、d 满 足 a3 十 丰 十 十 
2 2 2 


a 
. dt hn 





(陕西 。 安 振 平 供 题 ) 

;Tn 是 正 实数 ， 则 

四 当 YH 而 下 而 之 一 1 时 ,一 
nN 


650. 设 Z1l,Z2， 和 





Ee 
(2) 当 WTITo 


> 
”十 Vii 


“Tn 所 见 一 1 工时， 一 一 一 
工 十 也 


>1 
“(四 川 





LT 





蒋 明 试 供 题 ) 
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(上 接 第 6-25 页 ) 
(2 — 3.2)? x 0.4+ (10— 3.2)? x 0.2 = 11.76. 
En=1x0.1+2x0.6+3x0.3= 2.2, 
所 以 nD 的 方差 为 Dn = (1 一 2.2)? x 0.1 十 
(2 —2.2)? x 0.6+ (3—2.2)? x 0.3= 0.144+ 
0.024 十 0.192 = 0.36. 


可 以 看 出 , 虽然 甲 得 分 的 期 望 值 高 于 战士 

乙 , 但 他 得 分 的 方差 也 远 远 地 高 于 乙 得 分 的 方 

差 , 这 说 明 甲 的 技术 稳定 性 不 够 , 即使 偶尔 有 

得 10 分 的 时 候 ( 虽 然 对 手 至 多 才能 得 3 分 ), 但 

遇 到 只 是 一 次 或 一 枪 定 胜 负 的 时 候 , 他 就 未 必 
能 占 到 先 机 了 . 
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华东 师范 大 学 理工 学 院 招生 


华东 师范 大 学 理工 学 院 1994 年 起 招收 全 
日 制 高 等 教育 自考 班 , 多 次 被 评 为 全 国 和 上 海 
市 先进 单位 . 2005 年 继续 在 全 国 各 地 招收 应 届 
或 历届 高 中 、 中 专 、 职 校 毕业 生 及 专升本 自考 
班 . 免 斌 入学. 有 住宿 有 意 者 可 索取 简章 . 
报名 地 址 : 上 海 市 中 山北 路 3663 号 . 
华东 师 大 数学 馆 101 室 (邮编 200062). 
电话 : 021- 62860155、021--62161155. 
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招生 专业 


计算 机 信息 管理 (专科 . 本 科 ); 电子 商务 
(专科 本科); 公共 关系 (专科 ,本科 ); 会 计 学 
(专科 本科 ); 行政 管理 (专科 、 本 科 ); 英语 ( 专 
科 、 本科); 国际 贸易 (专科 、 本 科 ); 商务 管理 ( 专 
科 、 本 科 ); 日 语 ( 专 科 ); 室内 设计 (专科 ); 机 关 
管理 及 办 公 自 动 化 (专科 ). 
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华东 师 大 出 版 社 最 新 推出 一 《数学 奥林匹克 小 丛书 ) 


这 是 一 套 分 专题 的 奥数 图 书 , 全 套 分 小 学 
卷 . 初 中 卷 .高 中 卷 三 个 水 平 , 共 30 种 . 由 国内 
最 权威 的 奥数 专家 执笔 撰写 , 多 数 作者 或 是 中 
国 数学 奥林匹克 委员 会 委员 、 国家 队 领 队 、 教 
练 或 是 学 校 的 金牌 教练 . 书 中 的 例题 精 选 了 各 
类 数学 竞赛 题 , 不 少 解答 出 自作 者 或 奥数 优胜 
者 之 手 , 对 学 有 余力 的 学 生来 说 , 是 一 套 极 好 
的 数学 课外 读物 . 

小 学 卷 4 种 ( 书 名 后 是 作者 名 和 书 的 定价 ): 
《 巧 解 应 用 题 》( 单 增 等 , 12); 《整数 问题 》( 部 和 登 
人 竹 ， 8); 《图形 问题 》( 熊 斌 等 ，12);《 巧 算 、 字 恋 
与 逻辑 问题 》( 胡 大 同 , 12). 

初中 卷 10 种 :《 一 次 方程 与 一 次 不 等 式 》 
( 倪 斯 杰 , 10);《 因 式 分 解 技巧 》 ( 单 增 , 9);《 一 元 
二 次 方程 》( 葛 军 ，8);《 一 次 函数 与 二 次 函数 》 
( 李 惟 峰 ，9);《 数 学 竞赛 中 的 应 用 题 》( 叶 声 扬 
等 , 12); 《三 角形 :从 全 等 到 相似 》( 沈 文选 , 13); 
《四 边 形 :从 分 解 到 组 合 》( 沈 文选 等 , 11); 《面积 
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(上 接 第 6-36 页 ) 
20(°C). 
(1) 图 中 从 6 时 到 14 时 的 图 象 是 函数 
y 二 Asin(wz + p) +5 的 半 个 周期 的 图 象 
1 27 元 
0 
4A= 5(30 一 10) = 10; 


与 面积 方法 》( 田 廷 彦 , 10); 《整除 、 同 余 与 不 定 
方程 》( 汉 志 刚 , 10); 《组合 趣 题 》( 周 建新 , 8). 

高 中 卷 16 种 :《 集 合 》( 刘 诗 雄 ，12);《 函 数 
与 函数 方程 》( 熊 斌 ,12); 《三 角 函 数 》( 曹 瑞 彬 
等 ，13);《 平 均值 不 等 式 与 柯 西 不 等 式 》( 李 胜 
宏 , 11);《 不 等 式 的 解 题 方 法 与 技巧 》( 苏 勇 等 ， 
13);《 数 学 归纳 法 的 证 题 方法 与 技巧 》( 冯 志 刚 ， 
10);《 复 数 》( 安 振 平 ，9);《 三 角 与 几何 》( 田 廷 
彦 , 12);《 几 何不 等 式 》( 冷 岗 松 , 9))《 几 何 变换 》 
( 著 振 纲 ，12);《 概 率 与 期 望 》( 单 丧 , 12); 《数学 
竞赛 中 的 数论 问题 》( 余 红 兵 , 8);《 数 学 竞赛 中 
的 组 合 问 题 》( 张 枉 , 13);《 组 合 几 何 》( 余 红 兵 ， 
7);《 图 论 》( 熊 斌 等 , 9);《 组 合 极 值 ." 论证 与 构 
造 》 ( 汉 跃 峰 , 10). 

以 上 图 书 各 大 新 华 书店 有 售 ( 可 向 当地 书 
店 订购 )， 邮 购 者 可 与 华东 师 大 出 版 社 读者 服 
务 部 联系 (地址 :200062, 上 海中 山北 路 3663 号 ; 
电话 :021 一 62869887, 邮 挂 费 为 书 价 的 10%. 


TT 


1 

b= 3(30+10) = 20. 

这 时 y = 10sin (gz 十 9) 十 20. 

因 点 (6,10) 是 图 象 上 已 知 最 低 点 , 则 由 上 
3 


TT 二 2 E 
述 分 析 知 6+ 二 了 i 二 


故 解析 式 为 y = 10 sin (¥ 十 37) 十 20 
(x € [6,14])， 


编 后 漫笔 


当心 “去 数学 化 ” 


张 英 宙 ” 赵 小 平 


临近 发 稿 , 适 着 项 武义 教授 来 访 ， 座 谈 中 
提 到 数学 教育 中 有 “去 数学 化 的 倾向 . 细 细 想 
来 , 觉得 颇 “ 切 中 时 星 ”. 

数学 教育 , 自然 是 以 “数学 ”内 容 为 核心 . 数 
学 课堂 教学 的 优 劣 , 自然 应 该 以 学 生 是 否 能 和 当 
好 “数学 ”为 依 归 . 也 就 是 说 , 教育 手段 必须 为 
数学 内 容 服务 . 可 异 的 是 , 这 样 的 常识 , 近来 似 
乎 不 再 正确 了 . 君 不 见 , 评论 一 堂 课 的 优 劣 , 只 
问 教师 是 否 创设 了 现实 情境 ? 学生 是 否 自主 
探究 , 气氛 是 否 活跃 是 否 分 小 组 活动 ? 用 了 
多 媒体 没有 ? 至 于 数学 内 容 , 反倒 可 有 可 无 起 
来 . 

再 看 近 些 年 的 一 些 数 学 教育 研究 文章 , 尤 


数学 化 "成 为 一 种 潮流 . 

当然 , 数学 教育 不 能 离开 一 般 教 育 规律 的 
指导 , 但 是 , 数学 教育 必须 研究 自己 的 特殊 规 
律 . 打 个 比方 , 航天 工程 必然 会 依据 一 般 力学 
的 原理 进行 设计 , 却 也 一 定 要 寻求 航天 本 身 的 
技术 规律 . 在 攻克 航天 技术 难关 的 同时 , 反 过 
来 又 会 丰富 一般 力学 "的 理论 , 力 至 出 现 “ 航 天 
力学 ”这 样 的 新 学 科 . 

“去 数学 化 倾向 会 危及 数学 教育 的 生命 . 
数学 教育 倘 奉 不 能 对 一 般 教 育 提供 特定 的 规律 
性 认识 , 数学 教育 学 科 就 没有 独立 存在 的 价值 . 
实际 上 , 数学 教学 设计 的 核心 是 如 何 体现 “ 数 
学 的 本 质 ”、“ 精 中 求 简 ”、“ 返 村 归真 ”, 呈现 数 








其 是 一 些 博士 \ 硕士 的 学 位 论文 ,数学 几乎 看 
不 见 了 . 通 篇 是 教育 学 、 心理 学 的 语汇 , 结果 无 
非 是 为 某 教育 理论 的 正确 做 一 个 “数学 注解 ”， 
涂 了 点 “数学 "的 油彩 而 已 . 当 大 批 的 数学 教育 
博士 、 硕士 走 上 讲台 , 或 成 为 数学 教育 的 专家 或 
领导 , 掌握 着 数学 教育 的 命脉 , 就 有 可 能 使 “去 
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(上 接 第 6-45 页 ) 
qd 的 线段 所 形成 的 包 络 曲 线 方程 为 x3 十 y3 = 
吐 , 如 图 4. 这 样 , 将 卫 点 的 坐标 代入 就 可 得 线 
段 4B 的 最 小 值 . 本 文 猜测 , 当 人 LAOB 不 是 直 


学 特有 的 “教育 形态 ", 使 得 学 生 高 效率 ,高 质 
量 地 领会 和 体验 数学 的 价值 和 魅力 . 离开 自己 
的 实践 , 将 会 一 事 无 成 . 多 一 些 数学 本 质 的 探 
究 , 少 一 些 空洞 的 说 教 , 学 生 幸 甚 , 学 校 幸 甚 

数学 教育 啊 , 可 否 能 更 多 地 关注 数学 "的 
特性 ? 
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角 时 , 几何 命题 仍然 成 立 , 只 是 相应 的 包 络 曲 
线 方程 难以 表征 . 

图 1 中 所 包含 的 有 关 最 值 问题 还 有 很 多 ， 
本 文 仅 举 三 例 以 抛砖引玉 . 


东 师 范 大 学 


~ “2, 主办 单位 华 
数学 款 学 出 版 《数学 教学 ) 编辑 部 
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